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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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СОСТАВИЛЪ 

\ 

I. ООМОВЪ, 

АКАДЕИИКЪ ИМПЕРАТОРСКОЙ 1КАДЕМ1И НАУКЪ И ЗАСЛУЖЕННЫЙ ПРОФЕССОРЪ 
ИИПЕРАТОРСКАГО а-ПБТЕРБУРГСКАГО УНИВЕРСИТЕТА. 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ 



ВВБДЕШЕ ВЪ СТАТИКУ И ДИНАМИКУ И СТАТИКА. 
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САНКТПЕТЕРБУРГЪ. 

Т1П0ГРАФ1Я ИКПКРЛТОРСКОЙ АКАдамШ НАУБЪ. 
1 (вас. о^тр. 9 1НН., № 12.) 

1877. 
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ПРЕДИС10В1Е 

ко ВТОРОМУ ВЫПУСКУ. 



Настоящ1й выпускъ механики академика I. Сомова 
чзданъ поел* смерти автора, по рукописи оставлен- 
11 ой покойнымъ. Издатель считаетъ своимъ долгомъ 

ч 

аявить, что при печатанш выпуска не было сделано 
никакихъ изм']^нен1й въ рукописи, кром'Ё поправокъ 
и-Ьсколькихъ выражешй въ текст* и въ формулахъ, 
I одержавшихъ просто описки или не вполн* обра- 
ботанныхъ для печати. Но за исключетемъ этихъ 
яемногихъ поправокъ вся рукопись была вполн* при- 
готовлена къ печати самимъ авторомъ. 

/ Издатель считаетъ долгомъ выразить свою призна- 
тельность Совету С.-Петербургскаго Университета, ока- 
;5авшему денежное пособхе при издан1и и назначившему 
^трофессора Е. И. Золотарева, наблюдать за печа- 
';атемъ. Посл'Ьдшй цринялъ на себя трудъ просматри- 
вать последнюю корректуру каждаго листа. 
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ГЛАВА Ш. 

Работа силы и системы сидъ. Векторъ и вращательный моментъ силы. Глав- 
ный векторъ и главный моиентъ системы силъ. Услов1я, необходимыя для 
равнов^^с1м всЬхъ силъ, д^^йствующихъ на какую либо систему матерьяльныхъ 
точекъ. Условия, достаточный для равнов^с1я вс']^хъ сидъ, д']&йствующихъ на 
неизм']^няемую систему точекъ. Наименьш1й главный моментъ и центральная 

ось системы силъ. 

51 • Брои'Ь условныхъ величинъ, указанныхъ въ глав'Ь I, каБЪ 
служащихъ Бъ опрбД'Ьлен1Ю силы и способа ея изм^Ьрешя, въ механик'Ь 
разематривается условная величина, называемая работою силы, при- 
нятая для од:ЬнЕи дМств1я силы, производящей движете. 

Если постоянная сила Р заставляетъ покоившуюся точку пройти 
безпрепятственно прямолинейное пространство $, то произведете Рз 
разематривается Бакъ мФра д1^йств1я силы въ продолжете движен1я 
ея точки приложешя и называется работою силы Р относительно 
пространства $. 

Если т-бло, имеющее в'Ьсъ Р, спустилось съ вертикальной высоты 
к, то РН есть работа в'Ьса относительно высоты к. За единицу вся- 
кой работы взята работа единицы в'Ьса, спустившаго т-бло на единицу 
высоты. Если единица в'Ьса есть килограмъ, а единица высоты метръ, 
то единица работы есть килограммет^. 

' Когда постоянная сила Р вмйст* съ другою постоянною силою 
Р^ заставляетъ общую, покоившуюся, точку приложетя пройти пря- 
молинейное пространство 5 то он'Ь, производятъ работу, равную ра- 
бот* ихъ равнодМству ющей Е=Р-^Р^,^ именно: В,; но 
В = Рш (Рз) -н Р" ш {Р,'8); сл-Ьд. 

18 
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В8 = РШ{Щ.8Ч'Р' Ш{Р'8).8. (1) 

Это показываетъ , что работа двухъ силъ Р и ^^ равна алгебраи- 
ческой сумм* работъ силъ : ±:Р с^ов (Рз) ж ±Р^ со8 (Р'з), рав- 
ннхъ ихъ проэЕщлмъ на пространстве 8. Каждый членъ этой сунны 
разснатривается какъ работа соотв'Ьтственной слагаеиой силы; по- 
этону геоиетрическое произведете Р соз (-Р5)5 = Рз разснатривается 
какъ работа силы Р. Отсюда вытекаетъ общее опред'Ьлете работы 
постоянной силы относительно какого либо прянолинейнаго простран- 
ства, которое она ножетъ заставить пройти точку приложешя, дМ- 
ствуя на нее внФст'Ь съ другиии силаии: 

Работа постоянной силы относительно прямолинейнаго 
пространства есть геометрическое произведете втихъ двухъ 
величгмъ. 

Работа равна нулю, когда сила перпендикулярна къ пространству, 
и — отрицательная , когда сила составляетъ съ пространствонъ уголь 
бол-Ье 90°. 

55. Такое опредФлеше работы распространяется насилы перем'Ьнння 
относительно безконечно-иалыхъ пространствъ. Пусть будетъ Р ана- 
чеше переи^нной силы во вреня <, а в безконечно-налое эленентарное 
пространство, проходииое точкою приложетя въ сл-Ьдующее безконеч- 
но-налое вреня т, опред'Ьляеное скоростью или однииъ изъ ускорешй; 
геоиетрическое произведете Ж называется эленентарною работою 
силы Р относительно переи'Ьщетя е. 

Если $ есть пряиолинейное пространство пройденное точкою 
приложен1я силы Р^ действующей отдельно или съ другиии силами, 
и V, «^, «^2>- • * «скорость и ускорен1я, пр1обр4тенныя во время ^, то 
для 6 берутъ пространство Vx по направлеюю скорости, если скорость 
V неравна нулю. Если же г; = О и г?^ есть первое изъ ускорешй, 
необращающихся въ нуль, то берутъ безконечно малую длину поряд- 
ка п-ь1: 



1.2.3..(п-н1) "п 

отложенную по направлен1Ю ускоретя порядка п: V^ 



\ 
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Когда скорость V неравна нулю, то е = гп: = е2в и эта элемен- 
тарная работа выражается произведешенъ 



Ш8 = РV.й^, 

что представляетъ некоторую дифференщальную функщю времени. 
Интегралъ такой функцш, взятый отъ О до <: 

г 

^Жю.М, (2) 

о 

называется работою силы Р во время I или работою силы относитель- 

но пространства 5 = / ьЛи 

о 

56. Элементарная работа силы, имплощей потенщалъ^ 
равна дифференщалу потенцгала относительно перемпщенгя. 

Если 9 есть потенщадъ силы Р^ то ^ = 1^ соз (2^, из) есть 

нроизводная потенщала 9 относительно перемЪщешя й8\ сл^Ьд. 



е^ф = ]Р со8 {Ру Лз) . Л8 == Рд,8 

есть элементарная работа силы Р относительно перем^^щешя Лз. 

Означая чрезъ <Ро начальное значеше потенщала, т. е. при в=0, 
мы будемъ им'Ьть выражен1е 

8 

9 — 9^=/1?И5 
о 

для работы силы относительно пространства 5, т. е. работа силы^ 
имтощей потенцгалг^ равна щщащтш^ которое получаешь 
потенцгалъ сплы^ при переходгь отъ начальнаго значенгя къ зна- 
чент^ соотвптствующему конщ пути, пройденнаю точкою 
прилооюенгя силы. 

Чрезъ начало пространства 5 проходитъ поверхность уровня (9о), 
а чрезъ конецъ поверхность уровня (9)* Зам^^нивъ пространство $ 
другимъ з\ начинающимся па поверхности (9о) и кончающимся на 

18* 
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поверхности (9); но находяпщмса на какой либо другой траекторш точ- 
ки приложешя силы, будеиъ ии'Ьть опять ту же величину работы 

9 — 9о=/-РЙ5; 
о 

сл'Ьд. работа силы^ имтощей, потенцгаль, не зависшт^ ни ошъ 
вида траекторш точки приложешя силы, ни отъ мгьста начала 
и конца пройденнаю пространства на поверхностяхъ уровня, 
меокду которыми заключается это пространство. 

Если сила Р, приложенная къ точк'Ь Ж, есть сила притяжешя 
однороднымъ шаромъ массы т по закону Ньютона, т. е. обратно-про- 

порщонально квадратамъ разстояшй, то 9 = -, гд* г есть разстояте 

точки М отъ центра шара; сл^Ьд. 



^и^=(г(^)=_?^ 



тЛг 

2~ 



есть выражеше элеиентарной работы, а 



8 



о 

гд-Ь Го есть первоначальное значенхе г^, представляеть конечную ра- 
боты силы Р въ какомъ нибудь движенш точки М при переход* отъ 
какой нибудь точки поверхности шара рад1уса (г^), концентрическаго 
съ т въ какую-либо точку поверхности концентрическаго шара рад1- 
уса г. 

Всякую силу Р можно разсматривать какъ притягивающую ея 
точку приложешя М къ некоторой неподвижной точк'Ь О, взятой на 
прямой, по которой направлена сила съ той стороны, куда сила на- 
правлена. Означ^ разстоян1е ОМ чрезъ г и разсматривая эту вели- 
чину какъ переменную, а Р^ какъ постоянную, можно принять момен- 
тально выражеше — РУ за потенщалъ силы Ру потому что последняя 
равна по величия^Ь я я&правлешю дифференщальному параметру этой 
функщи въ точк* л^ 
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Элементарная работа Шз выразится дифференщалонъ — РЛг. 
Этотъ дифференщалЪ; взятый съ противоподожнынъ знакомь , т« е. 
Шг названъ Лагранхеиъ моментомь силы"*"). Зд'Ьсь — с^ есть ороэк- 
щя на сж1гк Р безконечно-малаго перем'Ьщетя в ея точки приложешя. 

Когда скорость V и ускорешя «^1 , ^2 • • • • ^п — 1 РЗ'ВНЫ нулю и 
для в взято (какъ было сказано выше) элементарное пространство 

1'2~ИГ^)^п'^^^^^ °Р^ безконечно-маломъ т, то элементарная ра- 
бота будетъ безконечно-малая величина порядка ^г -I- 1 , а именно : 

_- ^П -♦- 1 __ 

^^ = 1.2.3..(п-И) ^^п- 

Еогда сила Р им'Ьетъ потенщалъ , тогда 

й«-«-»<(> 



^'^п = "л«^Т(см.Кин.§112) 
И слЪд. 

Р& = . д о ; гг Л ф. 

1.2.3. . .(п-*- 1) ^ 

Въ вопросахъ Статики можно довольствоваться разсматривашемъ 
элементарныхъ работъ, который для простоты выражешя будемъ пока 
называть просто работами силъ. 

57. Если 

Р=Рч-Р^ч- 

ТО, по правилу геометрическаго умножешя, им-Ьемь 



Р& = 2^6 Н- Р2В> 

т. е. работа р(мнад1ьйствующей равна суммгь работъ вспаъ ела- 
гаемыосъ силг. 

Если же е = е^ -#- бд н- . . . . , то 



Р1 = Ре^-^ Р& 



2 



• • • • 



*) Мёсашдае апа1у^1чие, ргет1ёге раг1!е, аг1:1с1е 2. 

Галилей наавалъ моментомъ силы произведете силы на скорость точки 
11риложен1я силы по направлен1ю силы. 
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т. е. работа силы относительно сложнаго перемпщетя равна 
суммгь ея работъ относительно слагаемыхь п^мплценгй. 

Положимъ напр., что X, Ту 2 суть слагаеиня сяды Р^ оарад- 
ледьння тремъ осянгь Ох, Оу^ Оя. По первому предложенш мы бу- 
деиъ ии^^ть: 

Ж = Хб-ьЙн-Ж. 

Означая чрезъ х^ у^ 2 координаты точки приложешя силы Р относи- 
тельно осей Оху Оуу 02 и взявъ для & переигЬщеше перваго порядка, 
мы будеиъ им'Ьть 

6 = е?ж -*- йу -н й2\ 
поэтому 

Ж = хах -^ тлу -^ глг 

'■^{Шг'-^ЪйуУ^о^{уг)-^{ЖХ'--^Хйг)^о^(х2^ 

Въ случае прямоугольныхъ осей Ох у Оуу Оя это выражеше приво- 
дится къ трехчлену 

Тг = ХЛх-^ Гйу-^Ыя. 

Положимъ еще для примЪра^ что точка Ж притягивается массою 
т такъ, что сила притяжешя однимъ элементомъ Лт есть ^{^^)^т = 

-д^ Лшу гд4 г есть разстоян1е этого элемента отъ точки Ж, Пола- 
гая, что 6 перваго порядка и что его проекцхя на т есть 8г, мы бу- 
демъ им'Ьть выражен1е 

— ^{^)АшЬт = ЬЩ) . ^'^ 

для работы притяжешя однимъ элементомъ массы. Интегралъ этого 
выражешя, распространенный на цФлую массу т 

/ЬЩг).с1т 

выразитъ работу равнодействующей всЬхъ элементарныхъ притяжеюй. 
Знакъ дифференцирован1я 8 можно вывести за знакъ /; отъ чего по- 
лучимъ 
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Зд*сьуДг)йт есть потенщалъ равнодМствующей. 

58. Пусть будетъ У, Т^^Т^^. . . . система силъ, придоженныхъ 
къ точканъ т, т , ш , • . . . , а в, в , 6 , . . . беаконечно-иалыд одно- 
врененныя перем1^щешя этихъ точекъ. Сумма работъ всЬхъ силъ 
относительно перем'Ьщешй точекъ приложен1й 

Ж-ьР?-ьР7'-н (3) 

называется полною работою системы силъ. 

Когда силы РуР'уТ^^ суть диффередц1альные параметры 

перваго порядка отъ одной функц1И ср въ точкахъ т, ш\ т\ . .(см. 
Кинем. § 115), а в, е', е^, . . . перем4щеюя со скоростями «?, |7, г?^,... 
въ безконечно-малое время Л{у то 

Функщя ф называется потенщаломъ системы силъ Т*^^ Т^,. . .. Выве- 
денная формула показываетъ, что если система силъ имгьетъ по- 
тенцгам^ то полная работа силъ относительно безконечно-ма- 
лыхъ дифференцгальныхь перемгьщенгй перваго порядка равна 
дифференщалу потенщала. 

Для безкенечно -малыхъ злементарныкъ перем'Ьщешй порядка 
п ч- 1 , зависящихъ только отъ ускорешй порядка п, мы (также какъ 
и въ случа-Ь одной точки) будемъ им-Ьты 

Пусть будутъ дв'Ь силы Р Е Р'у равный и противоположные, 
приложенный къ двумъ точкамъ т и т' по прямой ихъ соединяющей. 
Мы будемъ имЪть 



^Рб -4- 2^б' = ]Р(е — О. 

Означая чрезъ г разстояше между точками т и т\ при начал'Ь 
въ т\ мы будемъ имФть въ случа'Ь безконечно-малыхъ перем^^щешй 
перваго порядка 
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е — & =г, 

а сл'Ьд. 

6 С08 (ег) — е' С08 (е'г) = йг 
и 

Ж-*-Р^'=±2?Иг, (4) 

гд4 должно взять знакъ н-, когда силы Р тЪ^ реличиваютъ разсто- 
яше г и — , когда его уиеньшаютъ. 

Въ случаЪ перем^Ьщен1й лорддка 1г н- 1 , будеиъ им'Ьть 



Пусть будетъ система иатерьяльннхъ точекъ т, ш', т\. . . взаимнр- 
притягивающихъ или отталкивающихъ по закону равенства дМств1я 
и противодМствхя. Означая чрезъ (тт^) величину силы взаимнаго 
дМств1я двухъ точекъ т я т' 9, чрезъ г разстояше между этими 
точками, можно помощш формулы (5) выразить полную работу вс^хъ 
силъ взаимнаго дМств1я между точками суммою 

^- 1.2,., (ПН- 1) (^) 

распространенною на всЬ точки, взятыя по парно. 

Если всЬ силы {тт') суть функщи только разстояшй и пропор- 

щональны массамъ, т. е. им4ютъ видъ тпп!((г\ то полагая Дг)=^^', 

полную работу (6) можно представить подъ видомъ 

:^±шт -5г-1.2...{п-^1Г 

Такъ какъ скорости и ускорешя до порядка л — 1 въ перемФщею- 
яхъ в, ё^, . . . равны нулю, то 

а потому 

отъ этого формула (6) принимаетъ видъ 



273 



сГ-^'^^тт'Щг). (7) 



12...(п-4-1) 

Зд4сь сумма 2 гЬ тт'Р{г) представляетъ облцй потеящалъ для 
вс4хъ силъ взаимнаго д4йств1я точекъ т, ш\ т\. . . . 

При перем'Ьщешяхъ е , ?, . . . перваго порядка , полная работа 
всЬхъ этихъ силъ выразится полныиъ дифференщаломъ перваго порядка 

с12± шт'Р{г). 

59. Если точки т, т\ т',. . . перемещаются такъ, что взаим- 
ныя ихъ разстояшя не переменяются , то е^** "*" V = О для вс4хъ то- 
чекъ взятыхъ попарно; отъ этого выражеше (6) равно нулю; слЬд. 
полная работа силъ взаимнаго дпмстегя системы матерьяльныосъ 
точекъ^ по закону равенства дтьйствгя и противодгьйстегя, равна 
нулю при перемтценгяхь ^ неизмгьняющиосъ разстоятй меоюду 
точками. 

Бъ § \ЬЬ Бинематики мы видели, что всякое даижеше системы 
точекъ, неизм^няющее разстоян1й между кавдыми двумя точками, 
можетъ быть разложено: на поступательное, въ которомъ скорости и 
ускорешя равны соответственно скорости и ускорешямъ одной точки 
О, и на вращательное около этой точки; поэтому, если перемещетя 
е, ё', . . . не изменяютъ разстоятй между точками т, ш', т". . . , то 
он4 могутъ быть разложены: на поступательный, геометрически рав- 
ный перемещешю точки О и на перемещешя вращательныя около 
точки О, т. е. можно положить 

где а есть перемещеше точки О, а ^, {р^, . . • вращательныя переме- 
,щен1я точекъ т, т\ т* , . . около 0. 

Если все эти перемещешя будутъ перваго порядка, то можно 
положить 

а = г<т, р = упу ^' = го^Ту . . . 

где и есть скорость точки О, лЮуЬ^,.,. вращательныя скорости 
точекъ т, т\. . . около 0. Тактя скорости имеютъ мгновенную ось 
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? угловую скорость С|>, отдожешую изв^тнннъ образомъ на этой оси. 
Произведете а =^ представить безконечно-мадое угловое перемЪ-^ 
щеше, помопцю котораго можно произвести перем^^щешя ^, р^, . . . . 

Вообще^ если перем'Ьщеша суть безБонечпо-малыя порядка п-^ 1 , 
то 

1.2..(п+1Гп^ 'Р 1.2..(п-ЫГп^ ' Р —1.2. .(п+ХГп^ '— 

гд* и^ есть ускореше порядка п въ двиакен1и точки О, а «с?^, ю^\. . , 
вращательныя ускорешл того же порядка около 0. Такъ вакъ ско- 
рость и всЬ ускоренк нисшаго порядка равны нулю при т = О, то 
ускорешя и;^, м?^',.« -Должны им-бть мгновенную ось и некоторое угло- 
вое ускореше о^, которое опред4ляетъ угловое перем-Ьщеше ,. 

~ 1 7Г ^л •♦- 1 г 

' — 1. 2.. (п -*-!)**» ^ . .' 

' ч - 

л 

способное произвести всФ перемФщешя: ^/1^\. . . -* 

Такъ какъ ^ ^ 

то работа каждой силы разлагается на работу относительно поступа- 
тельнаго перем'Ьщетя а и работу относительно вращательнаго пере- 
м'Ьщешя^. Первый членъ равенъ работ'Ь силы ОМ геометрически 
равной Р^ приложенной къ точк'Ь О. Во второмъ член'Ь 

множитель ^ выражаетъ площадь параллелограма , въ которомъ одна 
сторона есть угловое перем'Ьщен1е сг, отложенное на мгновенной оси, 
а другая рад1усъ векторъ От, проведенный въ точку приложешя 
силы Р. Второй множитель Р сов (2ф) выражаетъ перпендикуляръ, 
опущенный изъ конца силы Р на плоскость этого параллелограма, 
взятый при томъ съ -4-, когда уголъ {РЩ острый, и съ — , когда этотъ 
уголъ тупой; поэтому работа Р^ выражаетъ объемъ параллелепипеда, 
построеннаго на трехъ смежныхъ ребрахъ а, От и ОМу взятый съ 
ч-иди — . Знакъ этого выражешя опред'Ьляется слфдующимъ правидомъ: 
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Еоя наблюдатель 9% снотряпцй на точку т видеть силу Ру 
шшравленную вправо, то должно взять -ь; если же онъ вндитъ силу, 
направленную влФво, то должно взять — . 

Тотъ же объенъ можно выразить иначе , принявъ за освоваше 
параллелограмъ, построенный на сторонахъ От и ОМ, а за высоту 
— перпендиЕуляръ, опущенный изъ конца ребра а на плоскость 9того 
парадлелограиа. Представииъ себ^Ь вращательное движенхе, въ кото- 
роиъ угловая скорость изображена силою Р и скорость к точки О въ 
этомъ движеши есть величина равном'Ьрная площади разсматриваенаго 
параллелограиа; перпендикуляръ, опущенный на его плоскость изъ 
конца (7 есть тогда проэкщя а на скорости ^ т. е. а сое {(1к\ съ -«- 
или съ — у смотря потому, будетъ ли о- направлено вправо или вл^во 
для наблюдателя Р^ смотрящаго на точку О. 

Въ какую сторону направлена сила Р для наблюдателя сг, смо- 
трящаго на точку т, въ такую же сторону направлено а для наблю- 
дателя Ру смотрящаго на О; поэтому углы (а&) и (1^) одаовменные; 
сл-Ьд. 

11^ = ка С08 (ак) (8) 

Въ этомъ выражеши работы силы относительно вращательнаго 
перем^Ьщешя, одинъ изъ множителей есть угловое перемФщеше о*, и 
сл'Ьд. не зависитъ отъ силы; другой же множитель ^зависитъ: отъ 
величины силы Р^ отъ ея направлешя и отъ цоложешя въ простран- 
ств'Ь пряной, по которой направлена сила; но независитъ отъ угловаго 
переи'Ьщешя а. Онъ также не зависитъ отъ м'Ьста точки приложен1я 
силы ^на прямой, по которой направлена сила, потому что враща- 
тельная скорость Тс не изм11няется, если вм^то угловой скорости Р 
будетъ взята другая, ей геометрически равная, направленная по той '^ 
же прямой. 

Длина к, представляющая вращательную скорость точки О при 
угловой скорости, изображенной силою Р, называется вращатель- 



*) Говоря, что длина представдяетъ наблюдателя, мы будемъ подразуI^^^'• 
вать, что наблюдатель прислоненъ къ этой длин^ и что ноги его въ начал'Ь, а 
голова въ концй длины. 
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$иымд моментом^ силы Р опшасительно О, или при начал1ь О*). 

Можно дать вращательному моменту чисто геонетрическое 
опред'Ьлеше : 

Враи/^тельный момемтв силы Р относительно точки О, 
или при началкь Осесть длина, численно равнал площади паралле- 
лоцмма , основанге котораго есть сила , а высота перпепдику- 
ляръ , опуи^енный изъ начала О на силу, и возставленная изъ О 
перпендикулярно къ плоскости параллелограма вправо для наблю- 
дателя Р, смотрящаю на точку О» 

Длину ОМ, геометрически равную сил^Ь Р, и вращательный номентъ 
силы при начал1^ О можно съ чисто геометрической точки зр'Ьшя раз- 
сматривать какъ два аргумента, служапце для опред'Ьлетя трехъ 
атрибутовъ длины Р: 1) положешя прямой, по которой направлена 
эта длина, 2) ея величины и 3) сторону направлешя. (См. Бин. 
§ 180). 

Аргументъ ОМ мы будемъ называть векторош силы Рпри 
началгь О, и для сокращешя обозначешя обоихъ аргуиентовъ при- 
мемъ знакоположеше : 



ОМ=вР, к = МР. 



Эти два аргумента связаны услов1емъ 



МР.вР—0, 

вБ1ражающимъ взаимную ихъ перпендикулярность. 
По формуле (8) им^^мъ 



Р^^МР.а (9) 

Въ частномъ случае, когда угловое перемАщеше а и МР направлены 
по одной прямой въ одну сторону, это выражеше приводится къ алге- 

*) Она также называется статическимъ моментомъ и линейнымг «о- 
ментомъ (Кинен.). 
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брадческоиу произведешю МР. а\ тогда вращательная работа оро- 
порщональна вращательноиу моменту и можно разсматривать моментъ 
силы какъ м^Ьру ед вращательной работы. 

Если изъ точБИ О опустимъ на прямую, по которой направлена 
сила Т, перпендикуляръ ОВ и зам'Ьнимъ силу Р геометрически рав- 
ною , приложенною къ точк'Ь В, то можно разсматривать ОВ какъ 
плечо рычага, на конц'Ь котораго д'Ьйствуетъ перпендикулярная сила; 
поэтому ОВ называется плечемъ силы Т', 

Величина вращательной работы (9), какъ мы вид'Ьли выше, числен- 
но равна объему параллелепипеда, въ которомъ три смежный ребра суть: 
векторъ вРу разстояше От точки О отъ точки приложешя силы и 
угловое перем'Ьщен1е сГ. Этотъ объемъ содержитъ шесть разъ объеиъ 
тетраедра, въ которомъ два противоположный ребра суть: сила Р я 
угловое перем^^щеше а. Означая (какъ въ § 148 Кинематики) по- 
сл'Ьдшй объемъ чрезъ (2^, а), мы будемъ им'Ьть 



(т.МР= ЦР,а)..; (10) 

Въ разсматриваемомъ параллелепипеде можно взять за основанхе па- 
раллелограмъ, построенный на сторонахъ а и вР, а за высоту крат- 
чайшее разстояя1е между силою Р и угловымъ перем'Ьщенхемъ а. 
Означая это кратчайшее разстояше чрезъ 8, мы будемъ им4ть 



(1.МР=Р(1Ш{Р, (7). 8 (11) 

^причеиъ должно взять для (Ра) уголъ < 180°, когда сила Р напра- 
влена вправо для наблюдателя а, и > 1 80°, когда она направлена 
вл'Ьво. 

Множитель 8ш {Ра).Ьъъ выр. (11) зависитъ только отъ отно- 
сительнаго положешя прямыхъ, по которымъ направлены длины 2^ и а, 
и равном-Ьронъ шесть разъ взятому объему тетраедра, въ которомъ 
противоположный ребра суть дв* длины, равный единиц*, отложен- 
ный на прямыхъ, по которымъ направлены Р жЪ. 

Такая величина называется относительнымь моментомь деухь 
прямыхъ, по которымъ направлены длины Рта. 
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Мы будемъ его означать чрезъ (^\ или (^. Сл4д. формула (И) 

беретъ видъ 

Шй=2Р(7(^) (12) 

Зам-Ьтимъ еще , что Р ш (2^а) есть проекщя силы Р на плоскости 
перпендикулярной къ а^ а 

МР С08 (МР, о) = Р 81П {Ра)Ь = Р{^) 

есть иокентъ силы, изображенной этою проекщею, относительно точки 
пересЬчетя плоскости проекщи съ пряною, по которой направлена а; 
вмФст'Ь съ т'Ьиъ онъ выражаетъ проекщю вращательнаго момента съ 
МР на этой прямой. Проекщя вращательнаго момента силы на какой 
либо оси называется момеитомъ силы относительно этой оси. 

На основан1и формулы (9) для работы силы относительно враща- 
тельнаго перемФщешя, можно выразить работу силы Р относительно 
перемфщешя г , сложнаго изъ поступательнаго а и вращательнаго ^ 
формулою 

Ж—^Ш-^ ШР (13) 

Если система полныхъ перемЬщетй е, ё', . . . есть вращательная 
около оси, непроходящей чрезъ начало О аргументовъ вРт МР, съ 
угловымъ перем^щешемъ а, им'Ьющемъ начало въ 0\ то моакно раз- 
ложить такую систему перемФщешй: на поступательную, въ которой 
общее перем^^щеше а геометрически равно вращательному перем']&ще- 
шю точки О около О' съ угловою скоростью С7, и на вращательную 
около О съ угловымъ перем'Ьщен1емъ геометрически равнымъ а. 

Последнее угловое перем-Ьщете можно означить чрезъ ^сг, а по- 
ступательное перемйщеше а чрезъ Жа; сл4д. по формул* (13) мы 
будемъ им4ть 

Рг = Ма.вР-^ ва.МР. 

Съ другой стороны, если означить чрезъ ЛП^моментъ силы ^Р отно- 
сительно начала (У, то будемъ им-Ьтъ Р& = а . М'Щ сл-Ьд. 
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77ШР=^ Ма.вР-^еа.МР. (14) 

Разд'бдивъ это на 1Ъ, хн получимъ зам'Ьчательное соотношен1б меж- 
ду моментами двухъ прямнхъ Рт а относительно прямнхъ, имъ па- 
раллельннхъ, проведенныхъ чрезъ начало О: 

(т)=и)-(^) 05) 

Когда Ря (т лежать въ одной плоскости, тогда: 

^-ЖР=о,(^)=о, 

И обратно: когда эти равенства существуютъ, тогда 2^ и а лежать въ 
одной плоскости. Такое необходимое и достаточное условхе, чтобы 
двЪ прдмыд находились въ одной плоскости, выражается однимъ изъ 
двухъ уравнетй: 



Ма.вРч-ва.МР^О (16) 

(;1.)-(5 = 0- (17) 

ЗамФтимъ еще , что моментъ МР (какъ скорость вращешя точки 
О при угловой скорости Р) составляется изъ момента М'Р (скорости 
вращешя точки (У при той же угловой скорости Р) и М{в'Р\ ко- 
торый есть сворость точки О при угловой скорости в'Р\ сл4д. 



МР= МРч- М(в'Р) 
или 

ШР=МР—Щ^) (18) 

Эта формула можетъ служить для перем^кны начала векторовъ и мо- 
ментовъ силы. 

Полная работа данной системы силъ: Р, Р',, . . . приложенныхъ 
къ точкамъ Шу т\ гп\ . . . • относительно перем4щвшй Г, ?, ё^, . . . 
неизмФняющихъ разстояшй медсду этими точками получится, если мы 
приложимъ фомулу (13) къ каждой силЪ и возьмемъ сумму выводовъ; 
отъ этого получимъ 
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2Ж = а2вРч-(12МР, (19) 

гд* 2вР есть геометрическая сумма векторовъ вс*хъ силъ при нача- 
ле О, а 2МР геометрическая сумма моментовъ всЬхъ силъ при томъ 
же начал'Ь. Первая сумма есть равнодМствующая силъ, приложенннхъ 
къ точкЪ О и геометрически равныхъ даннымъ силамъ. Мы будемъ 
называть ее главнымъ вектбромъ. Вторая сумма называется глав- 
иымъ вращательнымб момеитомъ и просто главнымъ моментомь. 
Означая первый чрезъ Ё, а второй чрезъ К, можно представить 
формулу ( 1 9) подъ видомъ 



2^Ь = аТг-н аЛГ. (20) 

Такимъ образомъ полная работа всякой системы силъ относительно 
перем'Ьщешй, неизм'Ьняюнщхъ разстояшй между точками приложешя, 
выражается помощш четырехъ величинъ: Б, Л^, а, а. Первыя дв4 
зависятъ только отъ силъ и положешя начала О, а двФ проч1я — отъ 
системы перем'Ьщешй. 

Дв'Ь силы равныя и противоположный, направленныя по одной 
прямой или по разнымъ прямымъ, им'Ьютъ равные и противоположные 
векторы , которые исчезаютъ въ сумм* В = 2вР. А дв4 силы рав- 
ныя и противоположныя, направленныя по одной прямой, им'Ьютъ 
равные и противоположные вращательные моменты, которые исчеза- 
ютъ въ сумм* К= 2МР. Сл4д. въ выражеши полно1Г работы (20) 
исчезаетъ работа перваго рода силъ отнотельно поступательнаго пе- 
рем-Ьщеия и совсЬмъ исчезаетъ работа второго рода силъ. 

И такъ: главный векторъ^ главный момент и полная работа 
всгьхъ силъ относительно перемгьщенгй , неизмтьняющихъ взаим- 
иыя разстоянгя между точками приложенгя , не зависятъ отъ 
виутренниосъ силъ^ подчиненным третьему закону началъ Ню- 
тона: равенства дгьйствгя и противодгьйсття. Эти величины 
могутъ только зависгьть отъ внгьшнихъ силъ^ или отъ неподчи- 
ненныхъ этх>му закону внутренним силъ. 

Когда данныя силы Р, Р^,. . . . приложены къ одной точк* т, 
то он* им^готъ равнодМствующую Р= 22^ и полная работа 2Рг 
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относительно перем'Ьщешя е общей точки приложешя равна (какъ 
было доказано выше) работ* равнодМствующей Ре; притомъ мы бу- 
демъ им-ЬтБ Д == Р для всякаго начала О. Прилагая ур. 

къ вращательному перем'Ьщешю около О съ угловымъ перем'Ьщен1еыъ 
<7, мы получимъ: 



о^МР= аМР. 
Чтобы это уравнвн1е существовало при всякомъ а, необходимо 



2МР= МР, 

т. е. чтобы главный моментъ к быль равенъ моменту равнодействую- 
щей Р. 

Это заключете вытекаетъ также изъ того, что *вращательныя 
скорости МР, МР^, МР'\ . . . точки О съ угловыми скоростями 7\ 
1Р, . . . . слагаются въ одну вращательную скорость съ угловою ско- 
ростью Р=^2Р. 

60. Если система матерьяльныхъ точекъ т, ш', ш'\. . . движет- 
ся отъ д'Ьйств1я вн']&шнихъ и внутреннихъ силъ и во время { им^етъ 
ускорешя перваго порядка: VI, VI, г?/', . . . ; то тV^, тV^, тьу, . . . 
будутъ силы, производящ1я эти ускорен1я и называются движущцми. 
Еаждая движущая сила есть геометрическая сумма всЬхъ силъ д^^й- 
ствующихъ на ея точки приложешя, какъ внутреннихъ такъ и 
внФшнихъ. 

Означая вообще чрезъ {т^^^ т^^^) силу д*йств1я точки т^^"^ на 
т^^\ и чрезъ Т",^,.,. вн4шшя силы, мы будемъ им^ть : 



тV^ = Р-л- (шш') -ь {тш") 



тV^ = 2^' -4- {т'т) -4- {т'ш") 



(21) 



поэтому 



19 
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в(шV^) = вР-^ в(тт') -I- б{тт") -♦-.... 
в{т\') = вР -ь в{т'т) -I- в{т'т") -н. . . 



отсюда выводимъ: 



М = Щшь,) = ЪР, К= ^М{ту;) = 2ЖР. 



Эти формулы показываютъ, что есть движущгя силы: тV^, ш'г;/, . . . 
им9ьютъ тотъ же главный векторъ и тотъ же главный моментъ^ 
что и системт всгьхъ силъ, ихъ составлянщищ приэтомъ въ гео- 
метрической суммгь исчезаютъ векторы и моменты всгьхъ вну- 
треннихъ сгмг. 

Помноживъ геометрически силы (21) на произвольныя перем'кце- 
шя 6,7, .. . ихъ точекъ приложешя, и взявъ сумму проивведвтй, 
мы получимъ полную работу движущихъ силъ: 

2Ш~& = 2Рг -^ 2[(тт')е н- {т'т)г] (22) 

гд'Ь во второмъ членФ знакъ суммы 2 распространяется на всЬ точки 
т, т\. . . , взятыя попарно. Для перем4щвшй е, е', . . . , неизм'Ьня- 
ющихъ разстояшй эта сумма, по доказанному выше равна нулю; слЪд. 
тогда 



2тV^.^ = 2Ре = (^Еч-(7К. (23) 

ГД'Ь а произвольное поступательное перем'Ьщен1е , а а произвольное 
угловое вращательное перем*щен1е. 

Когда всЬ силы, дМствующхя на систему точекъ т, т\. . . . 
уравновешиваются, тогда силы~ш;^, тг;/, . . .равны нулю; отъ этого 
по ур. (22) им'Ьемъ 
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2Ж и- Щтт')& -+- (ш'т)е'] = (24) 

ДЛЯ веякихъ перем'Ьщетй е, ё',. . . . Обратно: если ур. (24) суще- 
ствуетъ для произвольныхъ перем-Ьщешй е, ё^, . . . , то 



^ри веякихъ 6, ?, • . . , для чего необходимо тV^ = О, шр\ = О . . . 

И та1^ъ для равноегьсгя вцтьшнихъ и енутреннихъ силъ , дтьй^ 
ствующихъ на какую либо систему точекъ, необходимо и доста- 
точно , чтобы полная работа силъ относительно веякихъ пере- 
мгьщенгй была равна нулю. 

При перем4щеюяхъ е, ?, . . . , неизм'Ьняющихъ разстояшй между 
точками, ур. (24) или (23), даетъ 



при а и <7 произвольныхъ. А для этого необходимо Д = и Я=0. 

Сл'Ьд. для равноегьсгя внтьшнихъ и енутреннихъ силъ необхо- 
димо , чтобы главный векторъ и главный моментъ вашъ силъ 
были равны нулю. 

Этого услов1я однакожъ недостаточно для равнов-Ьсзя, когда раз- 
СТ0ЯН1Я между точками могутъ изменяться; потому что, если 22 =^ О 
и ЛГ= О, то изъ у р. (22) сл4дуетъ только, что работа всЬхъ дви- 
жущихъ силъ равна нулю для перем'Ь1Цбн1й, неизм'Ьняющихъ разстоя- 
шй между точками ; но она можетъ быть не равна нулю для другю^ъ 
перем^щешй и Сл'Ьд. нельзя заключить, что тV^ = О, т!у( = О,.., 

61. Можно доказать, что услов1я -В = О и К'= О достаточны 
для равновМя силъ, когда система точекъ приложешя ш, т\ т\... 
иеизмгьняема , т. е. когда она принадлежитъ совершенно твердому 
тФлу. Такихъ т-Ьлъ въ природ* не существуетъ; но весьма часто 
позволительно не обращать внимашя на весьма малыя изм'Ьнешя въ 
разстоян1яхъ между частицами естественныхъ т^лъ, и заменить эти 
т*ла, при разсматриваши главныхъ обстоятельствъ равнов'Ьс1я силъ, 
на нихъ дМствующихг , фиктивными, совершенно твердыми телами; 
тогда точки приложения силъ представятъ неизм-Ьняемую систему. 

19* 
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Чтобы доказать достаточность услов1й Л = О и ЛГ = О для ра- 
внов'Ьс1я силъ 2^, 2^, ... , д'Ьйствующихъ на неизменяемую систему 
ш, т,. . . , съ внутренними силами, надобно показать, что точки т, 
т', т",.., на^одящ1яся во время I въ поко*, могутъ полудить отъ дМст- 
В1Я на нихъ всЬхъ силъ только такое движенхе, въ которомъ всЬ ускоре- 
юя перваго порядка: г^ г;,',. . ., соответствующая времени I, равны 
нулю. 

Допустивъ, что г?1, г?7, V^']. . . суть ускоретя перваго порядка 
въ движеши точекъ т, ш, т'7..., возьмемъ для перем4щешй е, е',.,. 
элементарныя перем^щетя втораго порядка во время т: 



е = \V,1:^, б' = 1г;/т 



— ^,^2^. 



Такъ какъ работа внутреннихъ силъ при такихъ перем'Ьщешяхъ 
равна нулю, то мы будемъ им4ть ур. (22), которое беретъ видъ 



^т^2шV,^ = аЕ-^(IК, (25) 

гд* а и (7 суть поступательное перем-Ьщеше и угловое вращательное 
перем4щеюе въ систем* истинныхъ перемЬщешй: е, е", . . . 

Изъ этого уравнешя сл4дуетъ, что когда Л = О и Х'= О, то 
2тV^^=0. А для этого необходимо: V^ =0, V^== О, . . . . СлЬд, 
ВС* силы (20) равны нулю, а потому всЬ силы, д'Ьйствующ1я на каж- 
дую изъ точекъ т^ш^ т'\... уравновешиваются во время < по крайней 
м-Ьр* — моментально. 

И такъ: для равиотьсгя всгьхь силъ , дгьйствуюш/ихъ на неиз- 
мгьняемую систему точекъ, необходимо и достаточно, чтобы 
главный векторъ и главный моментъ всгьхъ силъ были равны нулю, 

Такъ какъ векторы и моменты внутреннихъ силъ, дМствующихъ 
по закону: равенства дМствк и противод'Ьйств1я не входятъ въ вы- 
ражетя 2? и Ж, то ур. Л = О и К=0 называются обыкновенно 
услов1ями равнов'Ьс1я вн4шнихъ силъ*). 



*) Къ этимъ силамъ должно относить т1Ь силы взаимнаго д-Ьйствхя, кото- 
рый, будучи равны и противоположны, не направлены по одной прямой, напр. 
силы взаимнаго Д']^йств1я элемента тока и элемента магнита, по закону Ампера. 
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БромЪ неизм^^няемой системы точекъ допускаются въ механике 
друпя фиктивныя системы точекъ (см. Кин. глав. XIII), возможныя 
перем*щвшя которыхъ обусловливаются уравнен1ями или неравенствами. 

Мы увидимъ ниже, что для равнов'Ьс1я силъ, Д'Ьйствующихъ на 
так1я системы, *къ услов1ямъ -В = О и ^К'= О присоединяются спещ- 
альныя услов1я, зависящ1я отъ вида услов1й для возможныхъ пере- 
мФщешй. 

62, Пусть будутъ: х^ у, -гг, координаты точки приложенхя силы 
Р относительно прямоугольныхъ осей Ох, Оу, 0^; X, У, 2 — про- 
екщи силы на этихъ осяхъ, а е^, е , е^ проекщи перем4щетя е то- 
чки (ж, у, 0). Полагая, что е прннадлежитъ къ систем* перемйщешй 
6, б', .... , неизм'Ьняющихъ разстоянш между точками т, ш\. . . и 
разлагающихся на поступательное съ общимъ перемЬщешемъ а и 
вращательное съ угловымъ перем-Ьщешемъ а, означимъ чрезъ а , а , 
а^ проекщи а и чрезъ 1>, ?, г ^- проекщи а на осяхъ Ох, Оу, 02. 

По формуламъ Ейлера (см. § 143 Кинем.) мы будемъ им'Ьть: 



X 



а 



X 



^ г 

у а 



'^!/ 



а 



у 



т р 

г X 



у^х = ^^ 



Р Я 
X у 



ОТЪ этого элементарная работа силы 2<^ выразится формулою 



Рг = Хг 



X 



— Ха. -н Та.. ч-га.-+-Х 



X 



У 



X 



Я ^ , "У т р 

у 8 г X 



V Я 
X у 



ЗдЬсь первые три члена выражаютъ работу относительно поступа- 
тельнаго перем4щешя, т. е. 



а три остальные работу относительно вращательнаго перем'Ьщешя, т. е. 



Щ = Х 



что можно представить подъ видомъ определителя: 



<1т 


-*-г 


гр 

г X 


чг-2 


РЯ 
ху 



-рр 



хтх 


V 


^ г 


X 


у е 



(25) 
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Этотъ определитель, какъ известно, выражаетъ объемъ параллеле- 
пипеда, въ Боторомъ начало О есть одна изъ верпшнъ и три ребра 
при этой вершин* им-Ьготъ проекц1ями на осяхъ Ож, Оу, Ог — эле- 
менты каждой строки, а именно: 1) векторъ вЪ\ проекщи котораго 
суть: X, Г", -^; 2) угловое перем^щете а, проекцш котораго суть: 
2>, д, г и 3) радаусъ векторъ От точки приложешя силы, проекщи 
котораго суть: ж, у, я. Это согласно съ доказаннымъ въ § 59. 

Можно .дать выражешю (25) видъ линейной функщи трехъ вели- 
чинъ|?, д, г: 



Р^=^р 



У ^ 

тг 



2Х 



X у 

ХГ 



Определители втораго порядка 



у г 




г X 




X у 


7 г 


у 


гх 


5 


X У 



(26) 



суть проекцш на осяхъ Ох, Оу, 0^ вращательнаго момента к=МЪ^ 
(см. лрим-Ьч. стр. 58 Кинематики); поэтому 



р^ == ри С08 (кх) -ь 2к С08 (%) н- гк С08 {к^) = а . Ж/% 

что согласно съ § 59, ^, 

Сравнивая это выражете съ (2^), будемъ им^ть 



о.МР= 



хтг. 


р й г 


X у г 



(27) 



Отсюда получимъ выражеше объема тетраедра, въ которомъ -Ри сг 
суть противоположные ребра: 

ХТ2 

(Ру <^) = 'Ь Р 2 г 

X у г 

Разд^линъ элементы первой строки опредйлителд (25) на 2^, а эле- 
менты второй на а, мы получимъ выражете относительнаго момента 
прямыхъ, по которымъ направлены Рти о: 



1 



а)= 
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С08 (Щ, С08 {Ру), С08 {Щ 

С08 (ах), С08 {(ту), С08 (ог) 

<с, у, « 



При угловоиъ перем'Ьщеши а, ии^ющеиъ начало въ точк'6 
(У (х', у, /) вращательная работа силы Р выразится формулою 



ч.М'Р= 



X 

Р 



Г 

я. 



г 

г 



х — х',у — у',г — г' 





ХТ 2 




р ^ Г 


. 


РЛ г 


-4- 


хгг 




X у г 




X у' / 



Отсюда вытекаетъ ур. (14) 



(7 . ШР= во . ЖУ-Ь вР. М(7, 

»,разд'Ьливъ ЕЯ Рт а, получишь ур. (15) 



\о)—\во)'^\вр)\ 



Условхе, что прямыя, по которымъ направлены Ржа лежатъ въ 
одной плоскости, можно выразить уравнешемъ 



X 7 г 

р ^ г 



= 0. 



Шесть величины 



X, Г, 2^ 



у г 




2 X 




X у 


72 


> 


гх 


> 


X Т 



(28) 



суть Плн)керовск1я (лучевыя). координаты прямой, по которой напра- 
влена сила 2^*); он* всегда связаны уравнешемъ 



= 



выражающимъ перпендикулярность вектора еР къ моменту МРу тоже 
что у р. на стр. 276. 



у г 

7 2 


-+-Г 


е X 
2Х 


-*-2 


X у 

Х7 



*) Кеае Оеоте(г1е~дез Ваитёз ^е2гйпс[ег1 аиГ ^16 Ве(гасЬ(ип^ с1ег дега^еп 
Ь1ше аЬ Ваате1етеп1;. Ье1р^г1д, 1868. 
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При другомъ начал'Ь для вектора и момента (У (з/, у, /\ первыя 
три координаты (26) остаются т-Ь же, а остальныя три перем'Ьнятся 
на сл^^дующ1я 



у — у', гг- / 
Г, 2 



г — /, X — х' 



г, 



X 



х — х, у — у 
X, Т 



Такъ какъ 



у — у, г — г 
Г, 2. 



У г 
72 



У я' 
у 2 



то проекщя на оси Ох новаго момента М'Р равна проекщи прехна- 
го момента МР безъ проекцш момента новаго вектора в'Р. Чтобы 
это существовало для всякой оси Ох, необходимо 



М'Р=МР—М{в'Р), 

что согласно съ формулою (18). 
Пусть будутъ: 

{ХгУ,г\ {х', у', г'), 






координаты точекъ приложешя силъ Р, Р',. . . .; 

(X, Г, 2), (X', Г, 2% .... 

проекцш этихъ силъ на осяхъ Ох, Оу, Ог и В а К — главный 
векторъ я главный моментъ этой системы силъ. Такъ какъ 



В = 2вР, К=2МР, 



то 



в С08 (Вх) = 2Х, В С08 (Ву) = 2Г, В соз (Вт) = 22 



Кш{Кх)=2 



уг 
Г2 



, Кш {Ку)=2 



гх 
2Х 



,Кт{К0)=2 



хг 
Х2 



. . (28) 



Такимъ образомъ помощ1ю координатъ точекъ приложены силъ и 
проекщй силъ на ослхъ координатъ можно вычислить проекц]и на 
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зтихъ осяхъ главнаго вектора и главнаго момента, что послужитъ 
для опред'Ьлешя величины и направлен1я каждаго изъ этихъ двухъ 
аргументовъ данной системы силъ. 

Такъ какъ работа одной силы выражается формулою 



Рг = Ха^^Уа^2;а^^р 






гх 



ху 
\ХГ\ 



то для полной работы всЬхъ силъ будемъ им'Ьть выраженхе 



« 



2^6 = а 2Х-*- а„ 2Гн- а, ^2 



р2 



уг 


н-дЗ 


гх 

гх 


'ч-г2 


ху 
ХГ 



(29) 



что однозначительно съ выражен1емъ (20). 

Услов1я равнов'Ьс1я 7? = О и ЛГ = О могутъ быть заменены 
услов1ями, что проекщи на осяхъ Ох^ Оу, О^Шждаго изъ аргументовъ 
В Е К равны нулю, т. е. шестью уравнениями: 



2Х=0, 2Г=0, 2^=0 




У 2 

тг 



= 0, 2 



г X 

гх 



= 0, 2 



X 



X Г 



Л1о 



I 



(30) 



Эти ур. -необходимы для равнов'Ьс1Я силъ, какова бы не была система 
точекъ приложешя силъ. Он* достаточны дЛя равнов'Ьс1Я силъ, при-, 
ложенныхъ къ неизм'Ьняемой систем'Ь точекъ. 

Уравнешя (30) выражаютъ сл-Ьдующее свойство прямыхъ, по ко- 
торымъ направлены силы : шесть суммъ , сосшавлениихъ изъ одной- 
мянныхъ лучевыосъ координатъ всгьхъ прямыхъ^ по которымъ на- 
правлены силы , рсгвны^ нулю. 

Плюкеровек1я лучевыя координаты (28) могутъ быть заменены 
другими, болФе общими и однородными*). 

Возьмемъ за новыя прямолинейныя координаты точки {х^ у, г) 
три линейныя функц1и : 

— ^^^ . ■ ■■ ■ I ■■■■ « ц р I 

*) Ма1Ьета1;. Аппа1еп, Ьегаиз^. уоп А. СкЬсЬ ип(1 С. Кеатапп. В. I ипд II. 
Ааа1у(18сЬе веоте(пе (1ез Каитев уоп О. 8а1топ, (1еи1;8сЬ ЬеагЪе1Че1 уоп 
"^. Г1есиег. Х^еНе уегЬез8ег1е' Аийаде 1. ТЬеП. Аг4. 50. 
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?, = а,ж -ь р1» -«- ТГ,г -н «, 

- 32 = «аЖ -ь ^5^ и- V -Н «2 

38 = Озд; -+- РзУ -н V н- ^ 
гд^^<, Р<, 7<> ^,' суть произвольныя постоянныя, удовлетворяющ1я 



т^Ш условш, что определитель 



«1 


?! 


VI 


Ч 


Рз 


Ъ 


ч 


Рз 


Ъ 



(31) 



не равенъ нулю. Означая чрезъ ^^, ^2, ^^ разности между соотв-Ьт- 
ственными новыми координатами конца и начала силы Р, мы будемъ 
им^Ьть: 








Шесть величинъ 




Ч?1? Ч?2> н;8> 



Зг ?> 




«3 «1 




$1 ?1 


Сг^Зз 


> 


Я, Я, 


> 


^,«2 



• ••■»••• ^О^ ) 



можно разсматривать какъ новыя лучевыя координаты прямой, по 
которой направлена сила К Составивъ так1я координаты для каждой 
изъ данныхъ силъ и взявъ суммы одноимянныхъ координатъ, мы най- 
демъ, что вообще: 

2(г. = а.2Х-ьр,.2Гч-л,22^ 



Я, Я, 







2 


У г 
Т2 


- 






2 


г X 

гх 


-»- 




2 


Х^ 


■ 


- 




2 


Хн- 




р.- 


2 


Г- 


+- 




т.- 
тг» 


ъг 







Изъ этого видно, что ур. (30) преобразовываются въ сл4дующ1я: 
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2^, = о, 2д, = о, 2^3 = О 



Яз Яа 
Яг Яг 



0,2 



Яг Яг 



= 0,2 



21 й» 

Яг Я, 



\ 

=1 



..(33) 



Обратно, всл'Ьдств1в того, что определитель (31) не равенъ нулю, 
ур. (30) будутъ существовать, когда удовлетворены ур. (33). 

Величины Ур ^^, Зз могутъ представлять как1я ни есть , прямо- 
угольныя или косоугольный, прямолинейный координаты относительно 
осей, им4ющихъ начало въ какой ни есть точк*. Он* также могутъ 
представлять кратчайш1я разстоян1я точки отъ трехъ данныхъ плос- 
костей : 



а,ж 



а2^-+-Р22/-^Т2^-^^ = 



%^ 



РзУн-Тз^ 



8з = 



63. На основанш формулы (12) для работы одной силы относи- 
тельно вращательнаго перем4щешя составляется выражете полной 
работы системы силъ 2^, ^^, . . . относительно в]}р,щательнаго пере- 
м-Ьщешя точекъ приложешя съ угловою скоростью с, а именно: 

гд* {^\ есть относительный моментъ прямыхъ, по которымъ напра- 
влены сила Р и угловое перем-Ьщеше а, т. е. мгновенная ось враще- 
шя; отёюда, разд^Ьливъ на а, выводимъ 

К С08 (Х(т) = 2Л(^^) (34) 

выражете для проекщи главнаго момента на всякой прямой а, про- 
веденной чрезъ начало О; сл'Ьд. проёкцгя главнаю момента систе- 
мы силъ на какой либо осщ проведенной чрезъ начало моментовъ^ 
равна алгебраической суммгь всгьхъ силъ^ умноженныхъ на соот- 
вгьтственные относительные моменты каокдой прямой^ по кО' 
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торой направлены силы, и оси проекцгй, или короче: алгебраи- 

« 

ческой суммгь моментовъ встыс^ силъ относительно оси проекигй. 
Въ случай К=0 будемъ им*ть 



2Р[^) = (36) 



Сл%1. въ случа* равнов'Ьс1я силъ алгебраическая сумма моментовъ 
всгьхъ силъ относительно всякой оси равна нулю. 

Применяя ур. (35) къ тремъ осямъ Ох, Оу, 0^, мы получимъ 
три посл^дтя изъ уравнен1й (30). Ихъ можно представить подъ 
видомъ : 

64, Уравнете (35) удовлетворено и въ томъ случай, когда силы 
не находятся въ равнов'Ьс1и и главный ихъ моментъ К не равенъ ну- 
лю, а именно, когда для оси а взята прямая, перпендикулярная къ К. 
ВсЬ так1я прямыя лежатъ въ одной плоскости, которую Мобхусъ 
назвалъ нулевою плоскостью. Точку О въ этой плоскости, представ- 
ляющую начало моментовъ, онъ назвалъ нулевою точкою на пло- 
скости *). 

Такъ какъ положеше точки О въ пространств* произвольно , то 
чрезъ всякую точку пространства можно провести безчисленное 
множество прямыхъ, имгькщихъ свойство: что алгебраическая 
сумма моментювъ силъ относительно каждой такой прямой 
равна нулю. 

Легко видйть, что всЬ таыя прямыя суть лучи линейнаго ком- 
плекса [К, В] параметры котораго суть: главный моментъ К и глав- 
ный векторъ Д (см. Кин. § 1 80). 

Въ самомъ дйл*: перенеся начало моментовъ изъ О въ О' и 
означая чрезъ М^Р и Я' моментъ силы Р и главный моментъ отно- 
сительно новаго начала по ф. (14) мы будемъ имйть 



<1,М'Р=:М(1.вР-^в(7,МР; 



♦) ЬеЬгЬисЬ йег 8Ш1к. I ТЬе!! з. 145. 
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сдгЬд. 

т. е. 

Для прямой а, перпендикулярной дъ Ж', первая часть этого ура- 
внешя равна нулю, а потому 



11.М^-^в(т.К= О (36) 



Это уравнете, связывающее аргументы во и Ма прямой а, принад- 
лежитъ линейному комплексу [^5Г, Л], параметры котораго при начал* 
О суть: Кт В (см. § 180 Кинем.). Вс4 лучи этого комплекса, про- 
ходящ1е чрезъ какую либо точку (/, лежатъ въ одной плоскости, ко- 
тор>ая есть нулевая плоскость. Полюсъ О' этой плоскости есть нуле- 
вая точка. 

Означая чрезъ -4, В, О — проекц1и главнаго вектора В на осяхъ 
Ох, Оу, 00, чрезъ Ц М, N проекцш главнаго момента К, чрезъ 
а, р, 7 — проекщи вектора ва и чрезъ X, ^, V проекщи Жа, можн^ 
представить ур. (36) подъ видомъ 



линейнымъ и однороднымъ относительно шести координатъ: а, р, у, 
X, II., V какого либо луча комплекса [X, В]. 

Уравнеше (36) ии'Ьющее видъ, не зависящ]й отъ начала О, мож- 
но разсматривать какъ уравнете того же комплекса. Разд'Ьливъ его 
на /• мы получимъ уравнете 

выражающее следующее свойство лучей комплекса: 

Алгебраическая сумма объемовъ тетраедровъ ^ построениыхъ 
на каждой силгь и на произеольномъ отртьзкгЬу взятомъ на какомъ 
лглбо лучть, какъ на деухъ противоположныхъ ребрахъ, равна нулю. 

65. Одна и та же система силъ: 1^, Р\ 2^", .... им'Ьетъ разные 
главные векторы и разные главные моменты при разныхъ началахъ. 
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ВсЬ главные векторы . равны между собою геометрически и различа- 
ются только положешемъ начала; но главные моменты Ки Ш^ соот- 
в'Ьтствующ1е разнымъ началамъ О и (У, могутъ различаться по вели- 
чин'Ь и направлешю. 

Мы вид'Ьли выше (форм. 1 8), что моменты МР и М^Р силы Р 
при разныхъ началахъ О ж (У связаны условхемъ 



МТ=МР—ЩР). 

Прим'Ьнивъ эту формулу къ каждой изъ силъ: Р, Р',. . .и взявъ геоме 
трическую сумму полученныхъ выводовъ, мы яайдемъ, что 



2МТ= 2МР— М27Р, 



гд* 2.ШР есть главный моментъ К' при начал* 0\ 2^МР — глав- 
ный моментъ при начал* О, а 2М{в'Р) = М27Р — моментъ при 
начал* О геометрической суммы всЬхъ векторовъ, соотвЬтствующихъ 
началу 0\ г е. моментъ относительно О главнаго вектора Л', соот- 
4тствующаго началу О'; сл*д. 

Т = К—МЁ (37) 

Кром* того им*емъ 

И =- К, 

Перемноживъ геометрически эти два равенства, мы получимъ 



По перпендикулярности МШ къ Е второй членъ исчезаетъ; сл^дЛ 

ТЖ = КЕ. (38) 

Это равенство показываетъ, что геометрическое произведете 
главнаго вектора и главнаго момента не зависишь отъ положе- 
нгя точки, взятой за начало этиосъ аргументовъ; поэтому можно 
назвать такое геометрическое произведен1е инварьянтомъ данной 
системы силъ. 
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Жнварьянтъ системы силъ зависитъ: ошъ велтинг силг^ отг иосъ 
направленгй и отъ расположенгя относительнаго тгьхб прямыхбу 
по которымд нстравлены силы. 

Эта зависимость выражается формулою 

Ш=2РГ{р1, (39) 

которая получается сл^дующинъ образомъ: перемножимъ геометричес- 
ки величины 



и въ произведен1в 

Ш= 22[вР. МГ -л- вР'.МР] 



гд'Ь 22 означаетъ сумму, распространенную на всЬ силы, взятыя по- 
парно, подставимъ вм'Ёсто двучлена 



вР.МР'-^вГ.МР 

равную ему величину РР'(^,\ (см. форм. (14)). 

Формула (39) показываетъ, что инварьянтъ системы силъра- 
венъ суммть произведенгй каждыхъ двухъ силъ на относительный 
моментъ прямыхъ^ по кот^рымъ направлены эти силы, 

Разд-Ьливъ ур. (39) на 6, мы найдемъ, что 



-^ЕК=22{Р,Р'), 

т. е. что шестая часть инеарьянта равна алгебраической суммть 
объемовъ тетраедровъ^ посшроенныхг на каждыхъ двухъ силахъ 
какъ на проти^оположныхъ ребрахъ, 
Разд'Ьливъ инварьянтъ 



ЕК=ВКш{ВК) 

на Еу мы получймъ К сое (КЕ), — проекц1Ю главнаго момента на 
главномъ вектор'Ь. Эта проекц1я также не зависитъ отъ начала векто- 
ровъ и ыоментовъ. Формула (34) даетъ 
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Кш{КЕ) = 2Р(^) 



сл'Ьд. проекцгя главнаго момента на главномь венторть равна сум- 
МП} моментовъ силъ относительно главнаю вектора т. е, суммть 
произведенгй силъ на соотвгьтственные относительные моменты 
главнаго вектора и прямыщ по которымъ направлены силы. 
По той же формул'Ь им^^емъ 



т. е. шестая часть инварьянта равна суммгь объемовъ тетраед- 
ровЪу въ которыхъ одно общее ребро есть главный векторъ^ а про- 
шивоположныя ему ребра — данныя силы. 

Величина проекщи главнаго момента на главномъ вектор* пред- 
ставляетъ самое меньшее (т1П1тит т1п1тогит) изъ всЬхъ значешй^ 
которыя им4етъ главный моментъ при разныхъ началахъ; потому что 

± К' С08 {К' В) < К' или ± К С08 (КЕ) < К' 

при всякомъ начал* О'; кром* того К'=±К соз (КЕ) когда сов 
{К'Е!) = ± 1 ; сл4д. когда главный векторъ и иавный моментъ 
направлены по одной прямой линги^ тогда главный моментъ по- 
лучаешъ самое меньшее значенге , которое равно величинп^ проек- 
цги какою либо главнаго момента на главномъ векторть, или, рав- 
но численной величинп» инварьянта {±ЕК), раздтьленной на 
главный векторъ. 

Прямая, по которой направленъ самый меньш1й главный моментъ, 
называется центральною осью системы силъ. Она есть также ось 
линейнаго комплекса [К, Е] (см. Кинем. § 177). 

Опред-Ьливъ Еж К для какого либо начала О, можно построить 
эту ось по способу, показанному въ § 177 Кинематики. 

Такъ какъ по центральной оси долженъ быть направленъ новый 
главный векторъ Е\ то аргументы этой прямой при начал* О суть: 
в1^ = Е и МЕ!. Первый аргументъ изв*стенъ; найдемъ второй: по 
формул* (37) им*емъ 
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МЕ — К—Т] 

кром* того МВ' перпендикуляренъ къ самому меньшему главному 
моменту Ш, потому Ч10 Е^ жЖ направлены по одной прямой. А такъ 
какъ К^= ± К С08 (КВ), то Жй' есть првекщя главнаго момента 
К на перпендикуляр* къ В, проведенномъ чрезъ начало О въ плос- 
кости прямыхъ в ж К] сл*д. 

МВ:= К 81П (КВ). 

Зная аргументы вВ! и МВ\ мы опред'Ьлимъ изв'Ьстнымъ образомъ 
(см. § 180) положвн1е Ж или центральной оси, а именно: возставимъ 
изъ О перпендикуляръ къ плоскости прямыхъ Вт К, равный 

_ Кв1п (ЕЕ) 

^~ в 

и направленный вправо для наблюдателя В, смотрящаго на МК; 
потомъ чрезъ конецъ этого перпендикуляра проведемъ прямую, парал- 
лельную главному вектору В. На этой прямой отъ произвольной 
точки О' надобно отложить векторъ Д'^ Д и самый меньга1й глав- 
ный моментъ 

Х'= ± К С08 (КВ), 

въ одну сторону съ ж, когда соз {КВ) > О и противоположно, когда 
С08 {КВ) < 0. Можетъ случиться, что С08 (Хй) = О, т. е. что для 
н-Ькотораго начала главный моментъ перпендикуляренъ къ главному 
вектору, тогда 8ш {КВ)^= I и МВ' = К; сл%д. главный векторъ 
В и главный моментъ К суть аргументы новаго главнаго вектора В^', 
потому по нимъ определится предыдущимъ построентемъ положенхе 
центральной оси. Для всякой точки О', на ней находящейся, главный 
моментъ К' ^авенъ нулю. 

Наконецъ можетъ случиться,. что Д=0; тогда ^В'=0 и К^=К; 
сл'Ьд. когда геометрическая сумма встьхъ силъ равна нулю^ тогда 
главный векторъ^ при всякомъ началгь^ равенъ нулю, а главный 
моментъ не завысить отъ начала , ни по величингь , ни по напра- 
влетю. 

20 
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Въ этокь случать можно взять за центральную о«ь всякую пряжро 
параллельную главному моменту К. 

66. Уравнев1я центральной оси можно получить слЪдующимъ 
образомъ : 

Означимъ чрезъ I, и], ^ координаты какой нибудь точки этой 
прямой, относительно осей Ох, Оу, Он и внчислимъ по формуламъ 
(28) проекщи М на зтихъ оеяхъ : 



А=^2Х, В = 2У, 0=22 



и проекщи К: 



1 = 2 



У г 
У2 



М=2 



г X 
2Х 



, 2^=2 



X у 
ХУ 



потомъ, разсматривая точку (|, т], ^) какъ начало (У главнаго век- 
тора ^, еоставимъ проекщи на осяхъ Ох, Оу, Ог момента М1^: 



= Су1 — В^ 



1 ^ 
ВС 


? 1 
С А 

1 


1-^ 
АВ 



= Ж— С5 



— В^ — А-ц 



Вычтя посл'Ьдтя выражешя соотв-Ьтственно изъ Ь^ М, N, т1 полу- 
чимъ величины: 

проекщи на осяхъ Ох, Оу, 0^ самаго меньшаго главнаго момента К^ 
(см. форм. 37). Такъ какъ Ш и М' направлены по одной прямой, 
притомъ ]^ = Е, то проекщи К^ пропорц10нальны проекщямъ В; 
сл4д. 



л ~ в с 



§..(41) 



Эти пропорцш суть уравнешя центральной оси. Можно ихъ заменить 
уравнешями: 
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К'А 

в 
М—А%ч-С^ = :!1=?^} (42) 

Е'С 



Х _ 01) -н вг; = 



БромФ того шАенъ 



для опред^леша главнаго вектора и внрахен^е шварьаята 



МК= ЛЬ -+- ВМ-^ СЩ 
отсюда внводикъ выражев1е еамаго мевьшаго ноаевта: 

^ в УЛ»-ь5*-«-С« 

Если самый мевьпой момевгь равевъ нулю, то 

А^■^ВМ-^-СN=(^ 
и ур. (4 1 ) приводятся къ сл11дуюпщъ 

X — (7*1 -н Б{; = о 

ЛГ— Ж-*-0| = } (43) 

Можно получить внражеше еамаго меньшаго момента и уравнешя 
центральной оси, отыскивая по общему правилу значен1я тштит 
для главнаго момента. Величины (40) суть проекцш главнаго момента 
К' при начал* въ произвольной точк* О (|, тг), ^); поэтому 

К'^ = (Ъ — Су\-^ В^У 

^{М — А^-^С^Т 
^{К—В^чг-А-цУ 

Услов1я тах. или тгпгт. для Х'^ еаключаются въ уравнен1яхъ: 

20* 
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лк'^ _ г. ак^ _ г. йк*^ _ г. 
т. е. 



{N—В^^^Ау^) Л — (Ь—Су1-^В^) С=0, 

{Ь — Су1^Щ)В—-{М—А1^-^С^)А = 0, 
воторня приводятся ЕЪ пропорщямъ (40): 

л — в ~ с ' 

изъ которнхъ вытекаеть пропорщя 

откуда внводимъ 

Легко видеть, что изв4стныя условхя тгпгт. цмК'^ удовлетворены и 
что К'^^ какъ положительная квадратичная функщя^ не можетъ им^^ть 
ни тахтит, ни другаго тгпгт.] сл'Ьд. найденное выражеше для Ж' 
есть самое меньшее (т1П1тит шшшогит). 
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ГЛАВА 1Т. 

Равнов^С1е системы силъ, придоженныхъ къ неизм'^^няемой систем']^ точекъ. 

Способы для опред'^^лешя такой системы силъ. 

66. Услов1я необходимыя и достаточныя для равнов']^с1я систеин 
силъ: Ру Р,. . , . дМствующихъ на неизменяемую систему точекъ 
вххражаются шестью уравнешями (30) предъидущей главы, которымъ 
110ЖН0 дать видъ линейныхъ фунЕЦ1й относительно величинъ силъ Р^ 
Р'у. . . съ коеффищентами, которые зависятъ только отъ подожешй 
прямыхъ, по которымъ направлены силы. 

Означимъ вообще чрезъ а^*\ и*\ с^*^ проекцш на осяхъ коорди- 
натъ: Ож, Оу, 0^, отрезка равнаго единиц* длины, взятаго на пря- 
мой, по которой направлена сила Р^*\ а чрезъ 'к^*\ \к^*\ V^•^ проекцш 
момента этого отрезка. Можно разсматривать шесть величинъ 

' а^*>, ь^^лx^^ {|.^*>, 7^*> а) 



какъ лучевыя координаты прямой , по которой направлена сила Р^^К 

Произведешя 

а<Ьр{^)^ ^<^)р^^)^ ^^Ьр{Ь^ 

выражаютъ проекцш вектора вР^*\ а 

^(^)р^^)^ ^И)ра)^ ^^^)р^^) 

■ 

проекцш момента МР*^ на осяхъ Ох, Оу, Он, съ -ь- или — , смотря 
потому будутъ ли сила Р*^ и отр-Ьзокъ равный единиц*, взятой на 
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пряной, по которой направлена сила Р^*\ обращены въ одн^ сторону 
или противополоакно. Для изб^Ьжашя двойственности знака ^ нн до- 
пустинъ, что 2^*^ означаетъ въ первонъ случа* величину силн съ -*-, 
а во второмъ эту величину съ — . 

Позтоиу ур. (30) могутъ быть представлены подъ видомъ: 

2аР:^0, 2ЬР=^0, 2сР=0, 2X2^=0, 2]1Р=0, 2у1^=0. . .(2) 



^ 



Пряную, которой принадлежать координаты (1), т. е. по которой 
направлена сила Р^*\ ны буденъ означать чрезъ (г н- 1 ). 

Когда число всЬхъ силъ/ которое означииъ чрезъ Пу меньше 
лести, тогда пряиыя: (1), (2). . . (п), обусловлены т^Ьнъ, что игь 
лучевыя координаты вида (1) должны удовлетворять 6 — п-#-1 
уравнешянъ, полученнынъ отъ исключешя величинъ вс^^хъ сидъ Р, 
Р\. . . изъ ур. (2), а иненно: уравнешямъ, который получинъ, при- 
равнявъ нулю опред^^лители порядка п, составленные изъ элеиентовъ, 
принадлежащихъ шести строкамъ таблицы: 



аа'а" . . 


. а<" - '' 


ЬЬ'Ь" . . 


. Ь(" - <> 


сс'<!' . . 


. с<" '> 


ХХ'Х". . 


V» - •) 


/ Г/ 


. [Л*" - '' 


чуУ' . . 


^с» — <) 



(3) 



Каждое такое уравнете им'Ьетъ линейный однородный видъ отно- 
сительно координатъ прямой (м): а^**""^^, и^'~^\. . . съ коеффищен- 
тани, зависящими отъ координатъ остальныхъ прямыхъ (1), (2). . . . 
{п — 1); поэтому, если послйднхя прямыя даны, то для опредйлешя 
координатъ неизвестной прямой (п), мы будемъ ин'Ьть 6 — п ч- 1 
линейныхъ уравнешй, принадлежащихъ такому же числу линейныхъ 
конплексовъ; сл'Ьд. искомая прямая (п) обусловлена тЪмъ, что она 
должна быть общинъ лучемъ 6 — п н- 1 линейныхъ конплексовъ. 
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Данныл п^амш (1), (2). . (п — 1) суть также обще лучи тЬхъ 
.26 кожодексовъ; потому что, если подставшъ въ уравнеше какого 
либо изъ этихъ комплексовъ вм4сто а^**~*\ Ь^**""*\. . . . сооткЬт- 
ственныа координаты одной изъ данннхъ пряхнхъ^ то первая часть 
уравнен1д сделается опред'Ьлителеиъ, въ которомъ два столбца будутъ 
им^Ьть соотв^^тственно равные элементы; такой определитель тожест- 
венно равенъ нулю. 

Изъ этого сл4дуетъ , что для равноетьсгя силъ , чг^сло ноторыхъ 
п не больше гиести, необходимо и достаточно^ чт^бы прямыя^ по 
которымъ направлены силы, были общими лучами 6 — п-ь1 ли- 
нейныосъ комплексовъ, 

Опред^ливъ прямыя, удовлбтворяющ1я такому услов1Ю, и подста- 
вивъ ихъ координаты вида (1) въ ур. (2), мы будемъ им'бть 6 линей- 
ныхъ однородныхъ уравнешй съ неизв'Ьстными: Р, Р',. . . . Взявъ 
между ними п — 1 уравнешй , можно получить изъ нихъ отношешя 
всЬхъ силъ ЕЪ одной^ напр. 

Ж' ^' * ' • 1Р * 

Взявъ для силы Р произвольную величину и направивъ ее по 
прямой (1) въ одну сторону съ отр«Ьзкомъ {а, Ь, с, \ р., V),мн потомъ 

по отношешю -^ найдемъ 2^^*^ т. е. величину силы Р^*^ съ -ь 

или — . Длину, представляющую эту величину, |олжно направить по 
прямой (г н- 1), въ одну сторону съ отр-Ьзкомъ (а^*\ У^\ д*\ Х^'\ [х^*^, у^'^), 
когда -Р^'^ им'Ьетъ знакъ -ь, и противоположно, когда этотъ 
знакъ есть — . 

Кром* 6 — пч-1 комплексовъ, уравнешя которыхъ суть опре- 
д'Ьлители порядка (п), составленные изъ элементовъ строкъ (3) и 
приравненные нулю, есть въ случа'Ь п < 6 безчисленное множество, 

другихъ комплексовъ, им^ющихъ лучами прямыя: (1), (2) (п). 

Вообще, чтобы получить уравнеше такого комплекса, надобно 
♦* — 6 -ь I определителей порядка м, составленныхъ изъ строкъ (3) 
помножить на произвольные множители и приравнять сумму произве- 
дешй нулю. 
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Можно пов^Ьрить сл^кдующимъ образоиЪу что вс^Ь пряння (1), 
(2). . . (^г) суть лучи одного и того же комплекса. Такъ какъ число 
данннхъ прдмыхъ: (1), (2). . .(п — 1) не больше 5 и линейный ком- 
плексъ опред^Ьляется пятью лучами, то, при всякомъ данномъ положеши 
этихъ прямнхъ, можно принять ихъ за лучи н'Ькотораго комплекса 
[к, сд], что выражается уравнешями: 






ь^^(^~'> -ь ол«^<'*-2> = 0. 



Услов1я равнов'Ьс1я 1вР=г. О, 2МР=г О даютъ 



к2вР-^о2МР=0. 
Вычтя отсюда всЬ предыду1Ц1я уравнеюя, мы получимъ уравнен1в 



показывающее, что прямая (п) есть также лучь комплекса [к, «]. 
Въ случать п < 5 можно составить безчисленное множество коиплек- 
совъ \к, о], присоединяя къ даннымъ прямымъ (1), (2). . . .{п — 1) 
одну или бол4е прорвольныхъ , такъ, чтобы всего было 5 лучей для 
опред'Ьлешя комплекса. 

67. Такъ какъ геометрическая сумма Л = 22^ равна нулю, то 
сумма проекщй вс4хъ силъ на всякой оси равна нулю. Взявъ для оси 
проекщй последовательно прямыя: (I), (2). . .(п) и положивъ 

со8 {Г8) = а^'^'^'"'' -н и^-%^'-') -к с^'-^)с^'-^) 
, мы буд^мъ им^ть уравнен1я 

Р-^Р' ш {21) ч-Р' со8(31)-ь. . .^Р<'^~'Чо8(п1) = 
Р ш (12) чг-Р'^ Р"' со8 (32) -ь- . . . Р^""-'^ С08 (п2) = О . 

Р С08 (1п)-ь2^' С08 (2п)-ь2^" соз (Зп)-*- . . . -|-2^'*~'> = О , 
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Исключивъ изъ нихъ велчины Р, 2^', ... 2^** ~" ^^, мы получимъ 
7равнен1е 

1, С08 (21), сов (31),. . . соз (п1) 



С08 (21), 1, соз (32),. . . соз (п2) 



соз (1п), соз (2п), соз (Зп),. . . 1 



= 



(5) 



въ Боторомъ первая часть есть определитель, составленный по пра- 
вилу переннодсешя опред'Ьлителей изъ элеиентовъ столбцовъ двухъ 
тожественныхъ таблицъ, составленныхъ изъ трехъ первнхъ строкъ 
таблицы (3), что можно изобразить символически такъ: 









ее с • • • с 



СО {/ . » • с 



...(6) 



Такое произведете обращается тожественно въ нуль, когда п > 3; 
сл4д. ур, (5) обусловливаетъ углы между силами только въ случа* 
п ^ 3. Разсматриваемый определитель есть симметрическ1й, а потому, 
если означимъ его чрезъ В, а производную его относительно элемента 
строки г-вой и столбца 5-ва, то будемъ им4ть 2)^/ = 2)^2)^^. Въ 
случае п — 1 > 3 главные младш1е определители 2)^ равны нулю, а 
потому и все 2)^^ равны нулю. Если же п — 1 ;^ 3, т. е. п ;^ 4, то 
В вообще не равны нулю и ур. (4) приводятся къ пропорщямъ: 



р. рг. р". 2^п— 1) = 2) • 7) • 2) • В 



(7) 



Вследств1е 2)^/ = В^^В^^ все главные младш1е определители: Д^, 
2)22,...2)^^имеютъ одинаковый знакъ. А такъ какъ 2)^1 выражается по 
-формуле (6), то онъ есть квадратъ или сумма квадратовъ; след. не 
можетъ быть отрицательнымъ; поэтому, если определители В^^^В^^... 
В^^ не равны нулю, то они все положительные. Помспцю ур. В^^ 
= В^^В^^ пропорщи (7) могутъ быть заменены следующими: 

вР:в1':. . .(?2г^'*-^) = У2)„:У2),2:. . .У2)„„ (8) 



306 — 



Можно подучить другую систему прооорщй для 011р«д1шиш отно- 
шешй мещу силами. 

Возыюмъ въ ур. (В5) предъидущей главы для а отрезки, равные 
единш^, на пряннхъ (1) (2). . . . (п) и означимъ ^зъ (Ч) относи- 
тельный монентъ отрФзковъ, взятыхъ на прамыхъ (г) и (в); отъ этого 
мы полу^мъ уравнев1я: 

0-*-(2)1?'-*-(»)2?"-*. (;)1?<«-«» = 

(1)2Г н- О -н (|)Г' ч- (;)г<''-'> = 



(^) 



а)Р-^{1)1*-^Ц)Гч- 0=0 



ИсЕлючивъ изъ нихъ величины силъ, мы найдемъ уравнев1е 

О, (?),(?),..•.(?) 

(2/> ^9 (2)' • • • • (2) 



\пЛ \П/5 \п) • • • • V/ 



= 



(10) 



гд'Ь первая часть , которую означииъ чрезъ А, есть х^пред'Ьдитель, 
составленный изъ эленентовъ вида 

Онъ получается по правил; унножешя определителей изъ элементовъ 
двухъ таблицъ 



*) По Фориуд']^ (14) § 59 иы имЪемъ: 



ТГ 



или 



отсюда, разд'Ьливъ на ±: ^'(*' "*" ^)-Г(* "" ^\ получимъ выражеше (5). 
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. .о<"-'» 




ХХ'Х". . 


. .X*—" 


ЬЬ'Ь". . . 


.г-'> 




V•V'У^^ 


.V*— > 


^ 91 

СС С/ • • • 






VV V' . . . 


„(«-1) 


АА А , , , 


д,П-1) 


' аа'а".. 


..о<— '> 


Г'Г* п • • 


.У"-»» 


' Ш" . . 


..г-') 


VV V' . . . 






со с . . . 


, .с<*-" 



перемноженннхъ столбцами. 

Когда ^ > 6, опред'Ьлитель А тожественно равенъ нулю и сл^^д. 
ур. (8) не даетъ ннваного условха для относительннхъ моментовъ О. 
Въ случать же п ^ 6 определитель А есть сумма произведешй, по- 
лученннхъ отъ умножешя всЪхъ определителей порядка п, составлен- 
ннхъ изъ строкъ первой таблицы , на определители того же порядка, 
составленные изъ соответственныхъ строкъ второй таблицы; но усло- 
В1Я равновес1я силъ, какъ мы видели въ § 66 требуютъ^ чтобы все 
эти определители порздка п были равны нулю; след. ур. А=0 есть 
следств1е другихъ услов1й, которымъ должны удовлетворять прямня 
(IX (2). . . .(п), указанныхъ въ § 66. 

Определитель А есть симметрическ1й, а потому, означая чрезъ А^^ 
его производную относительно элемента строки г-вой и столбца 8-ва, 
имеемъ А=АиА^ = АА. 

Когда п — 1> 6, тогда все А^^ и А^^ тожественно равны нулю. 
А въ случае п — 1 ^ 6, не все А^^ вообще равны нулю и можно 
привести ур. (7) къ пропорщямъ: 



или 



р.р^.р^Г 2?^П~ 1)д .д .д д 

х.х .х ,...-1. г1 ' Т*2 г8 • • • • х'П 



вР\бГ:.. .(?2^'*-^>= УА,,:УА,з:. . .УА^^- • • -(11) 



Изъ ур. (35) предъидущей главы вытекаетъ еще следующее за- 
мечательное свойство прямыхъ (1), (2). . . .{п): 

Если п силъ находятся еъ равновтьсги, то веяная прямая, 
пересшшюи^ая прямыя^ направляющгя п — 1 силъ, пересгькаетъ 
и прямую, по которой на/правлена остальная сила. 
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Въ самомъ д^^л'Ь, если прямая а пересЬкавхъ прямыя (1), (2) . . . 
(п — 1), то мы будемъ им4ть 

(?)=о.(Т)=о ГГ")=»; 

отъ этого ур. (35) приведется къ одночленному 

* 

требующему, чтобы относительный моментъ {^'*~ ) былъ равенъ ну- 
лю, для чего (7 должна пересЬкать прямую (п) на конечномъ или без- 
конечномъ разстояши. 

68. Разсмотримъ теперь обстоятельно всЬ случаи равновФсгя 
силъ, когда п < 6. 

1. ^ = 2. Определить дв* силы Рж Р' такъ, чтобы он* были 
въ равнов'Ьсш и чтобы сила Р была направлена по данной прямой (1). 

По услов1ю у что главный векторъ В == ^еР и ^Е^ = 2 ЛСР рав- 
ны нулю, им^емъ 



(?!?'-+- ^ = О, Ж2^-ь ЖР = О, 

а потому 

'вР' = — вР, МР" = — МР; 

для этого необходимо и достаточно, чтобы силы Р ж Р были равны, 
противоположны и направлены по одной прямой (1); приэтомъ точки 
приложешя силъ остаются произвольны. 

Необходимость, чтобы силы были направлены по прямой (1) или 
чтобы прямая (2) совпадала съ прямою (1) вытекаетъ также изъ того, 
что всякая прямая а, пересЬкающая данную (1), должна пересЬкать 
и прямую (2). Найденное услов1е равнов'Ьс1я двухъ силъ, приложен- 
ныхъ къ совершенно твердому тйлу, принимается обыкновенно за 
основную акс10му въ статике твердаго т4ла. 

Изъ строкъ таблицы (3) можно составить пять независимыхъ 
определителей втораго порядка; приравнявъ ихъ нулю, мы получииъ 
уравнешя, связывающ1Я координаты прямыхъ (1) и {2), а именно: 



***'! — о 



а а' 
с с' 
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' X XV ^V■V^ 



= 0, 



а а' 

г 

, V V 



= о *). 



Эти уравнешя выражаютъ очевидно совпадете прямыхъ (1) и (2) въ 
одну. . 

2. п = 3. Определить три силы 2^, Т^, Т^' такъ, чтобы он* бы- 
ли въ равнов'Ьс1и и чтобы дв4 изъ нихъ РиР^ были направлены по 
даннымъ прямымъ (1) и (2). 

Всякая прямая а, пересекающая прямыя (1) и (2) должна пере- 
сЬкать и прямую (3); для этого необходимо, чтобы всЬ три прямыя 
лежали въ одной плоскости и встр-Ьчались бы въ одной точк*, на 
конечномъ или безконечномъ разстояти; сл^д. решете вопроса воз- 
можно, когда даны прямыя (1) и (2) въ одной плоскости. 

Допустивъ это, можно взять для прямой (3) всякую прямую въ 
плоскости данныхъ прямыхъ, проходящую чрезъ точку ихъ пересЬче- 
Н1Я, но съ ними не совпадающую. Если, точка встречи О находится 
на конечномъ разстоянш, то можно определить величины силъ сл4- 
дующимъ образомъ: 

Возьмемъ на прямой (1) произвольную длину Р ж ей равную и 
противоположную ОА, которую разложимъ на две слагаемыя ОВ и 
ОСу направленныя по прямымъ (2) и (3); после того отложимъ на 
прямой (2) отъ произвольной точки длину Р' геометрически равную 
ОВ и на прямой (3) отъ произвольной точки длину '/геометрически 
равную 1^ Три длины Р, Р', Р' будутъ представлять три силы, 
удовлетворяющ1я всемъ требовашямъ вопроса. 

Когда точка пересечешя данныхъ прямыхъ (1) и (2) въ безко- 
нечности, т. е. прямыя параллельны, тогда для (3) можно взять про- 
извольную прямую, имъ параллельную и лежащую съ ними въ одной 
плоскости. Взявъ по направлешю прямой (1) произвольную силу Р, 
можно определить остальныя две на основаши услов1й: 2>вР^= О, 
2МР= 0. Взявъ начало моментовъ въ какой нибудь точке А на 
прямой (1) мы будемъ иметь МР^= О и след. МР -ь МР^ = О, 
или МР^ ^= — МР\ т. е. моменты двухъ исконыхъ силъ должны 

*) Зд^сь предполагается, что об-Ь величины а и а' неравны нулю. 
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быть равны и аротявоположяы ; для этого необходщно , чтоб^г ешш 
^ и Р^у будучи направлены по прянымъ (2) и (3) дМетвовали бы: 
въ одну сторону, если прямая (1) лежитъ между (2) и (3), и противо^ 
положно, если прямая (2) и (3) лежатъ по одну сторону относитель- 
но (1). Крон* того въ обоихъ случаяхъ величины силъ Ъ^жР^ дол- 
жны быть обратно пропорщональны ихъ плечамъ, т. е. разстояшякъ 
прямой (1) отъ прямыхъ (2) и (3). Наконецъ условхе 2вР= О тре- 
буетъ, чтобы въ первомъ случай было Р^^Р' ч- Р^\ а во второнъ: 
Р=^Р' — Р" шжР=Р" — 2^, смотря потому, которая изъ двухъ 
мрямыхъ (2) и (3) ближе къ (1), первая или вторая. 
Уравнеше (5): 

! 1, со8(12), со8(13) 

I со8(21), 1, со8(23) =0 

! со8(31), со8(32), 1 

выражаетъ услов1е, что векторы трехъ силъ вР^ вР'^ $Р" должны 
лежать въ одной плоскости. Легко видеть, что 

Д^ = 8т *(23), Ь^ = 81П 2(1 3), В^ = 8Ш ^(1 2), 

а потому пропорщя (8) приводится къ сл^дующинъ: 

вР\ вР" : вГ' = 81П (23) : 8т (1 3) : зт (1 2). 

Въ случа* параллельности прямыхъ (1), (2), (3) пропорщи (8) 
берутъ неопредйленный видъ, потому что 2),1=0, В^^=0^ 1)дз=0. 
Тогда ур. (4) приводятся къ одному 

причемъ Р^ -Р', Р' означаютъ положительныя или отрицательныя 
величины. 

Уравнен1е ( 1 0) приводится къ следующему 

2а)(^к|)=о, 

которое требу етъ, чтобы одинъ изъ относите л ьныхъ моментовъ 

{\), И), (I) 
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бнлъ равекБ нулю, а ур. (8) показнвакпгъ, чсо, есяк одииъ жзъ эпп 
нонентовъ равонъ нулю , то равны нулю и прочхе. Это значить, фго 
всЬ три 11р1ашя (1), (2), (3) должны находжтьед въ одной плоскости. 
Прнравнявъ нулю четыре независимые опред'Ьлителя 3-го поряд- 
ка, составленные изъ строкъ таблицы (3) мы получимъ четыре урав- 
нен1я, связывающ1я координаты прямыхъ (1), (2), (3). Таковы 
уравнешя: 



т'а" 




ххг 




ао1<}1' 




т'<^' 


ЬЬ'Ь" 


-0, 


ЬЬ'Ь" 


=0, 


^^^' 


= 0, 


ЬЬ'Ь" 


сс'с" 




Ыё' 




с^с" 




VVV' 



= 



Легко вид'Ьть, что первое изъ нихъ выражаетъ услов1е, что пря- 
нця (1), (2), (3) лежатъ въ одной плоскости, а прочхя, что эти пря- 
мыя встречаются въ одной точк'Ь. 

3. п=4. Определить четыре силы Р, Р^ Р"^ Р^ такъ, чтобы 
оне были въ равнов'Ьс1и и чтобы первыя три были направлены по 
данныиъ прямымъ (1), (2), (3). 

Всякая прямая (^1), пересекающая прямыя (1), (2), (3), должна 
пересекать и прямую (4); для этого прямая (4) должна лежать всеми 
точками на линейчатомъ гиперболоиде (Я), произведенномъ движен!- 
емъ прямой {А) по тремъ направляющимъ(1), (2), (3); след. прямыя: 
(1), (2), (3), (4) должны представлять четыре положешя производя- 
щей втораго рода этого гиперболоида *). 

Построивъ на основаши этого свойства прямую (4) должно опреде- 
лить величивы силъ. Для этого чрезъ произвольную точку О проведемъ 
прямыя (1)',(2)',(3)', (4/, параллельный соответственно прямымъ (1), 
(2), (3), (4); за темъотложимъ на прямой (I)' произвольную длину 0-4, 
которую примемъ за векторъ силы Р] потомъ равную и противоположную 
ей длину ОВ разложимъ на три слагаемый ОЛ', 0А'\ 0А!'\ направ- 
ленныя по прямымъ (2)', (3)', (4/: четыре длины: ОА, 0-4', 0-4", 
0-4'" будутъ векторы искомыхъ силъ, а длины имъ геометрически 



*) Это свойство прямыхЪ) по которымъ должны быть направлены четыре 
силы, находящ1яся въ равнов']^С1И) найдено Мбб1усомъ. 
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равЕНЯ, отложенвня на пряннхъ (1), (2), (3), (4) изобравятъ сакыя 
сын: Р, Р, У, 1"'. 

ОтЕошешя между векторани получаются изъ пропорщй (8), 

вР : в!" : вР" : вР"' = УД, : УДг ■ УД« = У^*< 
или И8Ъ пропорщй (11) 

вР :. вР' : вР" : вР"' = УД„ : УД^ : У^ав ■ У^ «» 
гд* 

Д« = 2(|)(3)(!) 

Д22 = 2(Р(1)(1) 

Д8э = 2а)(1)(|)- 

Д44=2фи)(|). 

Посл^^дшю пропорщю можно представить подъ видомъ 



вР:вР' = У[{1){1)]:[{1)(\)] I 

вР':бР" = У[(1){1)]:[ЦЩ] (12) 

вР" : вР"' = У ШШШйЮГ I 

Определитель Д въ первой части ур. (10) выражается формулою 

-2(^)(|)(3)а)-2(')(1)(1)(3)-2{1)(1)(|)(1), 
которая можетъ быть написана подъ видомъ 

Д = [а)(!)-(,и(!)-(|)(1)Т-4(^)(1)(|)(|). 

Изъ ур. Д = О слфдуетъ, что произведен1е 

(|)(1)(|)(1) 

не можетъ быть отрицательнымъ , а потому (^)(^) и (|)(|) должны 
им^ть одинаковые знаки; отъ этого выражен1е, находящееся подъ 
знакомъ У въ первомъ изъ отношен1й (12) не можетъ быть отрица- 
тельнымъ. То же самое найдемъ и въ прочихъ отношешяхъ (12). 
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Предыдущее ВБфалсеше А разлагается на четыре множителя : 

[V(IУш -н у(Ш)-ут^КУШ^)-у(ШТ) -^ УШ\)] 

и ур. Д = о требу етъ, чтобы по крайней м-Ьр* одинъ йзъ этихъ 
множителей былъ равенъ нулю. Первый, канъ сумма положительныхъ 
количествъ, не можетъ быть равенъ нулю, когда относительные момен- 
ты прямыхъ (1), (2), (3), (4)< не равны нулю; сл'Ьд. должно прйрав- { 
нять нулю одинъ изъ прочихъ множителе, напр. ' V 

У([Ш)-У(Ш)-У(Ш)=^ (13) ** 

Такимъ образомъ обусловливаются относительные моменты четы- 
рехъ прямыхъ (1), (2), (3), (4), которыя должны быть производянця 
одного рода какого либо линейчатаго гиперболоида (Я). 

Пусть будутъ (-4) и {В) дв* производящ1я гиперболоида (Н) 
другаго рода. Означая чрезъ а^, а^, Лд, а^ точки пересЬчешя пря- 
мой (А) съ прямыми: (1), (2), (3), (4), чрезъ р^, ^^^ рд? Рд точки 

иересЬчешя (В) съ тФми же прямыми и чрезъ (^) относительный 

моментъ прямыхъ (А) и. (Б), мы будемъ им'Ьть: 

Помопцю этихъ уравнен1й можно выключить изъ пропорщй (12) 
относительные моменты Ц), (|), (1), (|), Ц), (|); отъ этого отноше- 



21 
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Н1Я между скшга выразятся въ функщи отрФзвовъ ва прякнхъ: 

(1), (2), (3), (4), {Л) и {В). 

Первое изъ отношен1й (12) приведется къ следующему 

«2Р2 и «1«3 • «1«4 ' РаРз • Р|Р4 ^ 

Но по известному свойству отрезковъ, образуемыхъ двумя пересЬка- 
юпцши на четнрехъ производящихъ одного рода какого либо линей- 
чатаго гиперболоида , имФемь : 

Р2Рз}Р2р4 _ «2Ц«)«2«4 . 

ШШа «1«з|а1«4' 

поэтому ■ » 

вР а1Р| ои^л^.а^л^ 

_«1Р1 Р2Р8-Р2Р4 
а2р2'р1р8.р1р4 

Пропорщя (13) вытекаетъ изъ ур. А =0 какъ показалъ МЗбь 
усъ*). 

Въ самомъ деле : положивъ для сокращешя 

МОЖНО представить ур. Д = О подъ видомъ 

{А,В, — А,В, — Л,В,)' - 4.А^В,А^В^ = (14) 

а такъ какъ 

Р3Р4 = — ?А — ?А> 

то 

-^1 = — -^а =Ь Лд 

5^ = ± Вд ± 2?8, 

при чемъ знаки ± должны быть одинаковы въ соответственннхъ 
-членахъ; отъ этого ур. (14) приводится къ следующему 

*) МбЪшв ЬеЬгЪиеЬ с1ег 8Ш1к. I ТЬе!!. 8. 186. 
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{А,В^ -ь В,А,У — ^А^,А^В, = О 



или 



{А,В, — В^^' = 0; 



отсюда сл4дувтъ, что 



-^2-^3 — В^А^у 



а это даетъ пропорщю (1 3) 



•^2 4г 



Лг 



Раземотримъ еще результаты исвлючешя величинъ силъ изъ 
шести услов1й равнов^1я (2). Мы ихъ получимъ, кавъ сказано бшо 
вьапе, приравнявъ нулю опред'Ьлители 4-го порядка, составлению 
изъ строкъ таблицы (3). Такихъ независимыхъ между собою уравне- 
Н1Й будетъ три, которыя можно взять подъ видомъ: 



аа'а''а"' 




оа'а'о'" 




(ша а 




= 0,- 




= 0, 


ЪЪГЪ'" 
сс'с"с"' 


ХХ'Х^" 




1^1ьУУ" 




ууУУ" 



= 0, 



что МОЖНО представить подъ видомъ линейныхъ уравнешй относитель- 
но координатъ искомой прямой (4): а'", Ь'\Ч"\ Х'^', I»."', V'", а именно: 



Аа'" ^ ВЪ 



т 



Сё 



/// 



и'" = 



г^ш 



Аа 



В'Ь 



т 



ч9Л1 



/// 



Л'а"'-*~Б'Ь"'-*-С"6 



а с'" -^ м^ 



о I 

:0 



= 



(15) 



Каждое изъ этихъ уравнешй при перемЪнныхъ значешяхъ коорди* 
натъ: а'", У'\ . . . V'" принадлежитъ линейному комплексу; сл4д. пря- 
мая (4) есть общ1й лучь этихъ комплексовъ. 

Обнце же лучи этихъ трехъ комплексовъ суть производянця ги- 
перболоида (Я). Къ производящимъ того же рода принадлежать и 
данный прямыя (1), (2), (3), потому что ихъ координаты удовлетво- 
ряютъ ур. (15). Можно ихъ принять за направляющ1я для образова- 
Н1Я гиперболоида (Я)> 

21* 
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Означая чрезъ х, у, г воордЕнатн какой нябудь точки прякой 
(4), мы буденъ ин^^ть 

А =:с у — О Я, ^ = Л г — С Ж, V =0 X — а у..,\^\.'о) 



Подставявъ эти величины X , ^ , V въ ур. (1 5), мы получимъ ур. 



Ас^" -+- (В — иу' -+-{0-^ Ьу)с"' = О 

{А' н- МгУ -+- т"' -*-{а — МхУ = } (17) 

(А" — Щу -^ {В" -4- NxУ>"' -ь С'с'" = О , 

изъ которнхъ чрезъ исключеше а'", Ъ'", с'", выводимъ ур, гипербо- 
лоида (Я): 

А,В — Ьг, С^Ъу 

а: -+- Мг, И, а — Их 



^ш 



0. 



Присоединивъ къ уравнбН1ямъ (16) условное уравнеше, связыва- 
ющее координаты прямой, 



Ш\ т 



а л 



ггг.^гг 



(Л 



у^'.у 



с"У'=0 



И выклюадвъ X'", ^'\ V'", мы найдемъ уравнеше , содержащее только 
три неизв4стныя а"\ Ь"\ с'": 



Ь'"'- м 



В[угг% ^^ ^'^'"2 



^У 






'V" 



л 

м 



^У"Ь'" = 0,.,..(18) 



принадлежащее конусу 2''Г0 порядка, вершина котораго есть начало 
О, а производянця — прямыя параллельныя т^мъ пронзводящимъ 
гиперболоида (Я), къ которымъ принадлежатъ прямыя (1), (2), (3). 
Если, опред4ливъ три вещественныя величины а'", Ь'", с'", удо- 
влвтворягощ1я ур. (18), внесемъ ихъ въ ур. (15) и выведемъ соот- 
в4тственныя величины X'", I*."', V'", то будемъ им4ть веб шесть коорди- 
натъ искомой прямой (4). Подставивъ эти координаты въ ур. (16), 
получимъ ур. прямой (4). 
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Поел^ того можно получить отношеша кежду веднчишиш е зна- 
ки четырвхъ силъ Р, Р', I", Т"', изъ трехъ уравнешй: 

«2^-4- с1Г чг- а"Р" н- а"'Р"' = О 

ЪР -*- Ъ'Р* -+- Ь"Р" ■+• Ъ"'Р"' = о 



сР-+- с'Р' -ь (^'Р' -ь с"Р" = О, 



а именно: 



Р:Р':Р':Р"= 



а'а"а"' 
Ъ'Ь"Ь"' 
с'с"с'" 


• 
• 


аа"а"' 
ЪЬ'Ъ'" 
с<^'с"' 


• 


аа'а'" 
ЬЬ'Ь'" 
сс'с'" 


• 
• 


ааа" 
ЪЬ'Ъ" 
сс'с' 



Знаки опред'Ьлитей во второй части равенства определять знаки ве- 
лиаднъ Р^ Р^, Р^^ Р^. Эти опредйлители равны соотвЬтственно: 

±удГ, ±у^, ±:УД^, гьуд;; 

1 

а потону послЪдн1а пропорщи приводятся къ пропорщямъ (8). 

Обратимъ внимаше на н'Ькоторне частные случаи способа опре- 
д'Ьлешя четырехъ силъ, находящихся въ равнов'Ьсш. 

а) ДвФ изъ данныхъ прямыхъ (1) и (2) лежатъ въ одной плос- 
кости, не содержащей прямую (3). Такъ какъ всякая прямая прохо- 
дящая чрезъ пересФчеше прямыхъ (1) и (2) и пересЬкающая (3) дол- 
жна пересекать и (4), то последняя должна находится въ плоскости, 
проходящей чрезъ (3) и пересЬчеше прямыхъ (1) и (2). 

Ъ) Все три данныя прямыя (1), (2), (3) лежатъ въ одной плос- 
кости. Тогда всякая прямая, проведенная въ этой плоскости, должна 
пересекать и прямую (4), а потому последняя должна находиться въ 
плоскости прямыхъ: (1), (2), (3). 

Въ этихъ двухъ случаяхъ можно определить силы: Р, Р^, Р^, Р*" 
следующимъ образомъ: 

Проведемъ прямую (А) чрезъ пересечете прямыхъ (1) съ (2) и 
чрезъ пересечете прямой (3) съ (4)*); потомъ определимъ три силы, 



*) Причемъ не исключаются случаи, когда одна или об^Ь точки пересЬче- 
шя — въ безконечности. 
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Р, Ру Риаходлщяся въ равнобЪс1и и направленныя по пряномъ (1), 
(2), (А); также три силы Р', В^\ Р^, находящ1Яся въ равнов*С1и * 
направленныя по прямыиъ (3), (4), (А), взявъ приэтомъ силу Р рав- 
ную и противоположную Р. Такъ какъ силы Рп Р сами собою урав- 
нов-Ьдшваются , то четыре силы Р, Р^, Р^, 'Р"' также сами собою 
уравнов'Ьпшваются удовлетворяя притомъ услов1ю, что первыя три на- 
правлены по данныиъ прямымъ (1), (2), (3). 

4. п = 5. Определить пять силъ: Р, 1^, Р*, Р^, ^''такъ, 
чтобы он* были въ равнов-Ьсш и чтобы первыя четыре были напра- 
влены по даннымъ прямымъ: (1), (2), (3), (4). 

Положимъ для перваго случая, что данныя пряиыя им'Ьютъ двгЬ 
вещественный перес'Ькающ1я (Л) и {А). По доказанному выше, каж- 
дая изъ прямыхъ {А) и {А) должна пересЬкать прямую (5); сл'Ьд. 
можно взять за прямую (5) всякую прямую, лежащую на прямыхъ 
(А) и {А\ 

Чтобы получить прямыя (-4) и (Л'), надобно найти точки встр-Ьчи 
прямой (4) съ линейчатымъ гиперболоидомъ (Я), образованномъ дви- 
жешемъ прямой по тремъ направляющимъ (1), (2), (3) и провести 
чрезъ эти точки дв* производящзя гиперболоида т. е. дв* прямыя, 
опираюпцяся на (1), (2), (3). 

Можетъ случиться, что точки встречи прямой (4) съ (й) совпа- 
даютъ въ одну: тогда прямыя (А) и {А) совпадаютъ въ одну прямую 
а точки ихъ пересЪчешя съ (5) совпадаютъ въ одну точку; поэтому 
(б) обращается въ касательную лин1Ю ёъ гиперболоиду (Я); сл'Ьд. 
въ разсматрива^момъ случа'Ь для прямой (5) должно взять какую ни- 
будь прямую, касательную къ гиперболоиду (Я) въ одной изъ точекъ 
двойной прямой (Л), пересекающей прямыя (1), (2), (3), (4). 

Представимъ себ4 еще линейчатый гиперболоидъ (Я'), произве- 
денный движешемъ прямой по направляющимъ: (2), (3), (4). Такъ 
какъ прямыя {А) и {А) лежатъ на этихъ направляющихъ , то он^ 
представляютъ положешя производящей гиперболоида (Я'); сл-Ьд. он* 
лежатъ на немъ всЬми точками. 



-^319 — 

Въ блуча^^ еовпадбН1я прямых^ (А) и {А') въ одну (А)у гиоербо- 
ЛЩ1М {Щ ж (Н^) т%10тъ общую касательную плосбость во всякой 
точБ'Ь двойное прямой {А); поэтому прямая (5) должна касаться къ 
(Я) въ точкЪ пересЬчешя ея съ прямою {А). 

Можно подчинить прямую (5), которая должна опираться на (А) 
и (А) одному изъ добавочныхъ условхй : а) проходить чрезъ данную 
точку М^ Ъ) быть параллельною данной прямой (В) и с) находиться 
въ данной плоскости (Р). 

Если (^1) и (А') не совпадаютъ въ одну, то , при первомъ доба- 
вочномъ условш, прямая (5) будетъ перес4чешемъ плоскостей, про- 
веденйЫхъ чрезъ эти прямыя и чрезъ точку М; при второмъ условш 
прямая (5) определяется перес'Ьчен1емъ плоскостей, проведенныхъ 
чрезъ (А) и (-4') параллельно (Б); наконецъ, при третьемъ условш, 
должно взять для (б) прямую, проведенную чрезъ точки встречи пря- 
мыхъ (А) и (Л') съ плоскостью (Р). 

Въ случа* совпадешя прямыхъ (А) и (А') въ одну (А), при пер- 
вомъ добавочномъ условш, должно взять для (5) прямую, проходящую 
чрезъ точку М и чрезъ точку касашя плоскости, проведенной чрезъ 
Мл (-4), къ гиперболоиду (Я) или (Я'); при второмъ условш, для 
(5) должно взять прямую, параллельную (В), проведенную чрезъ- 
точку касан1я къ (Я) или (Я') плоскости проходящей чрезъ (А) и 
параллельной (В); наконецъ, при третьемъ услов1и, для (5) должно 
взять пересЬчеше плоскости (Р) съ плоскостью, касательною къ (Я) 
или (ЯУ въ точк* пересЬчешя плоскости (Р) съ прямою (А). 

Построивъ прямую (5), можно определить силы Р, Р", Р", Р"', Р^^ 
сл4дующимъ способомъ: 

Чрезъ точку пересечвН1я (5) съ прямою {А) проведемъ (С), про- 
изводящую гиперболоида (Я) одного рода съ (1), (2), (3) и (С/), 
производящую1 гиперболоида (Я') одного рода съ (2), (3), (4); оты- 
щемъ по способу, показанному въ случа* п = 4, силы Р, Р, ^, Б, 
находяпцяся въ равновес1и и направленныя соответственно по пря- 
мымъ: (1), (2), (3), (С), взявъ приэтомъ точку прмложешя силы Р въ 
перес4ченш (5) съ (А). 



I 
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Такъ какъ прямая (5) дожить въ одной плоскости съ (С) и ((У)^ 
а именно въ плоскости, проходящей чрезъ {А% или касательной въ 
(Н) и (Я^), то можно на трехъ пряинхъ (О), ((?') и (5), пересеваю- 
щихся въ общей точБ^у поместить три силы: Е, ^^, 1^^ такъ, чтобы 
2^^= 22 -4- ^^ при общей точк'Ь приложешя силъ. 

Сд-Ьданъ это, присоединимъ еъ сил* В^ три силы: Р", ^, Ж^^ 
направленныя соответственно по прямымъ (2), (3), (4) и находялцяед 
съ нею въ равновФсш, взявъ при этоиъ для силъ Р' ж^ точки при- 
ложешя общ1я съ Р и ^; отъ этого мы будемъ им-бть дв* системы 
силъ: 

Р, Р,Я,Вл Р, <?, Р^, 5^, 

находящихся въ равнов'Ьсш и составляющихъ одну систему силъ: 



р,Р'=Рч^р', Р" = д'^о[,р"'1иР'''=В'^в!, 

находящихся также въ равновМи и направленныхъ соотв'Ьтственно 
по прямымъ: (1), (2), (3), (4), (5). 

Когда н'Ьтъ вещественныхъ пересФкающихъ {А) и {А) для дан- 
ныхъ прямыхъ (1), (2), (3), (4), тогда можно построить требуемыя 
пять силъ слйдующимъ способомъ: 

Проведемъ какую нибудь прямую (в), лежащую на прямыхъ (1), 
(2), (3) т. е. производящую гиперболоида (Д), и какую нибудь пря- 
мую (С), лежащую на прямыхъ: (2), (3), (4), т. е. производящую 
гиперболоида (Я'); потомъ возьмемъ какую нибудь прямую (X), лежа- 
щую на прямыхъ (6^ и {Сг). Прямая {Ь\ пересекающая гиперболоидъ 
(Я) въ одной изъ точекъ прямой (б) должна пересЬкать его въ не- 
которой другой точке (ш); также прямая (X), пересекая гиперболоидъ 
(Я') въ одной изъ точекъ прямой {Сг) должна пересекать эту поверх- 
ность въ некоторой другой точке (т'). Определивъ точки ш и ш', 
проведемъ чрезъ первую производящую (!) гиперболоида (Я) одного 
рода съ (б), а чрезъ вторую точку производящую {1^ одного рода 
'съ {От). Мы будемъ иметь после того прямыя {О) и (7), пере- 
секаюпця все четыре прямыя: (1), (2), (3), Щ и прямыя ((?^ и 
(2'), пересекаюпця все четыре прямыя (2), (3), (4), (X). Построимъ 
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еще №*& вепомогательннд прдння (К) и {К') такъ , чтобы (К) опи- 
ралась на прямыхъ (О) и {1% а {К') на прямыхъ {в') и (!'), и кро- 
мФ того удовлетворяли бы одному изъ добавочныхъ услов1й: а) чтобы 
он4 проходили чрезъ данную точку М; Ъ) чтобы он* были парал- 
лельны данной прямой (В) и с) чтобы онЪ лежали въ данной плос- 
кости (Р). 

Наконецъ по способу выше изложенному для случая хуществова- 
шя перес^кающихъ (А) и (А% опредЪлимъ пять силъ: 

Р, Р, ^, ^В, 5, 

находящихся въ равновМи и направленныхъ соответственно по пря- 
мымъ: 

(1), (2), (3), (X), {К); 
также пять силъ: 

находящихся въ равновМи и направленныхъ соответственно по 
прямымъ: 

(2), (3), (4), №), (П 

взявъ при этомъ для т силу равную и противоположную 22 и прило- 
живъ силы Р^ и ^ къ тФмъ же точкамъ^ къ которымъ приложены 
Р и ^. Силы Ми В^ будутъ сами собою въ равнов-Ьсш; силы РлР 
сложатся въ одну Р' = Р-^Р\ направленную по прямой (2); силы 
^и(Гсложатъсявъодну 2^'= ^-н ^, направленную по прямой (3); 
силы 5 и 5^, въ случа* пересечешя прямыхъ (К) и (К') на конеч- 
номъ разстоянш, могутъ быть приложены къ точк4 пересЬчетя этихъ 
прямыхъ и потомъ зам-Ьнены одною силою Р'^^^ 8 н- 5', направлен- 
ною по некоторой прямой (5), находящейся въ плоскости прямыхъ 
(К) и {КУ, въ случа* же параллельности (К) и (К^) силы 5 и 5' 
(см. случай 3-й) могуть быть уравновешены силою равною геометри- 
ческой сумм4 — (5 -ь 5^), направленной по некоторой прямой (5), 
параллельной прямымъ (К) и (К^) и лежащей съ ними въ одной пло- 
скоскости; сл4д. силы 5 и 5^ могутъ быть заменены одною силою 
Р^^= 8 -4- 5', направленною по этой прямой (5). 
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Такииъ образошъ во всвомъ сж^чйА мы будежь икЬть пять сялъ: 



находящихея въ равнов^Ьсш и направленннхъ по прямнмъ : 

(1), (2), (3), (4), (5). 

Этотъ епособъ опред'Ьлен1я пяти силъ, находящихся въ равнов'Ьс1и 
можетъ быть употребленъ и въ томъ случа*, когда перес4кающ1я {А) 
и (А^ существуютъ. 

Изъ построешя прямыхъ (К) и (К') видно, что он* суть лучи 
лянейнаго комплекса [К], обусловленнаго т4мъ, что прямыя: (1), (2), 
(3), (4), (Ц должны быть его лучами. Если перем'Ьнимъ прямыя (О) 
и ((?') на друг1я производящ1я (0^) и (в/) гиперболоидовъ (Я) и (Н') 
и по нимъ построимъ прямыя (7^), {1^% (Ь^) првдставляющ1я новыя 
подожешя прямыхъ (I), (/'), (Ь), то можно помощ1Ю пяти лучей (1), 
(2), (3), (4), (Ь^) опред-Ьлить новый комплексъ [К^] и два его луча 
(К^) и (^/), зам4няющ1е (К) и (К^), при томъ же изъ вышесказан- 
ныхъ добавочныхъ услов1й. Потомъ, при помощи прямыхъ: 

(1), (2), (3), (4), (А), (К,) и да, 



можно определить т4 же силы 2^, 2^, Р^\ Р'^\ Р^, находящ1ЯСя въ 
равновМи и направленныя по прямымъ: (1), (2), (3), (4), (5). При- 
этомъ прямая (5) представляетъ пересЬчеше плоскости прямыхъ (К) 
и (X') съ плоскостью прямыхъ (^1) и (ЛГ/); сл4д. она есть лучь кон- 
груэнц1и, составленной изъ лучей общихъ двумъ комплекеамъ [К] и [Е^]. 
Можно получить уравнешя той конгруэнщи, между лучами ко- 
торой должна быть взята прямая (5), приравнявъ нулю два опреде- 
лителя 5-го порядка, составленные изъ строкъ таблицы (3), какъ то: 



ее' с" с "^^ 



= 0, 



ХХ'Х'Г'Х^^ 



= 0, 
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(а) 



что можно представить подъ ввдомъ 

Ла^^-н ВЪ''^ Сс"'^ Ъ\''^М}^'''= О 

Аа''"^ т''-^ ас''-^ жу ^ч- Ш'=^ о 

Если прямая (5) должна быть параллельна данной прямой {В\ 
то надобно взять въ этихъ уравнвН1яхъ для а^^, Ъ^^^ с^^. косинусы 
угловъу составляемыхъ прямою {В) съ осями координатъ. Означая 
чрезъ X, у у 2 координаты какой нибудь точки прямой (5), мы будемъ 
нм^ть: 

У^= с^> — Ь^^, 1*.^^= а''0 - с^Ч, V^^=: Ъ'^х — а'\ 

Подставивъ эти величины Х^^, {1.^^, V^'' въ ур. (а), мы получимъ ура- 
внешя двухъ плоскостей, опредЪляющихъ своимъ пересЬчешемъ пря- 
мую (5). 

Приняв ъ для прямой (5) добавочное услов1е, что она должна 

ч 

проходить чрезъ данную 'точку Л/(а?1, у^^ ^^ и означая чрезъ ж, у, г 
координаты какой нибудь Другой точки этой прямой, мы будемъ им^ть 
пропорц1и : 



у г 


• 


г X 


• 


X у 


Ух^х 


• 


г^х. 


• 


х.Ух 



= (х — х^):(у — у,):{^ — 0,): 

помовцю Боторыхъ можно исключить изъ ур. (а) неизв'ктныя а'^, Ь'^, 
с^^, Х^^, 1*.^^, ^^^; отъ этого мы получимъ два уравнешя съ перемйн- 
ними X, у, г, принаддежащ1я опять двуиъ плосеостямъ , пересекаю- 
щихся по прямой (5), а именно: 

{А — Мг^ -*- (В -*- Ъг^Уу -«- (С — Ъуу -+- Мх^г 

= Ах^ -+- Ву^ н- О, (Ь) 

(А! -*- Ку, — М\)х -«- (В' — Ых,)у -*-(С-*- М%)г 

= Л'ж, -ь 5'у, н- Сгг, (с) 

Наконецъ, принявъ добавочное условие, что прямая (5) должна нахо- 
диться въ данной плоскости (Р), 
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аж-4-Ру-1-7^ = 8 (Л) 

можно найти дв^ точки этой прямой, а именно полюсы плоскости (Р) 
въ каждомъ изъ комплексовъ (а). Разсматривая х^^у^^е^въ уравненш 
(Ъ), какъ координаты полюса плоскости (Р), въ первомъ комплексе, 
мы получимъ уравнешядля опредЪлешя атихъ координатъ, выразивъ 
услов1в, что уравнешя (Ъ) и (д) тожественны относительно ж, у, 0, а 
именно : 

{Л — М18,) : {В -*- 1;^,) : (С-*- Мх, — Ьу,) : {Ах, -♦- Ву, -н Са,) 

Такимъ же образомъ, означая чрезъ х,, у^^ ^^ координаты цолюса 
плоскости (Р) во второмъ комплексЬ (а), мы найдемъ для опред^Ьленк 
атихъ координатъ уравнешя: 

{Л'^Nу,'-М\') : (В'-Кх,) : (С-*- Л^^;) : (Ах^^ВГу^^ С^ 

Опред1^ливъ положеше прямой (5), можно вывести величины силъ Р, 
2^ . . . 2^' изъ уравненШ : 

'2аР= О, 261^= О, 2с2^= О, Ъ\Р= О, 2|1.^'= О, 

Означая чрезъ А определитель, представляющ1й первую часть пер- 
ваго изъ уравнешй (а) и чрезъ А^^^ производную его относительно 
элемента строки г-вой и столбца 8-ва, мы будемъ им^ть: 

тр. ГТ'. Х^/. Тр"/ . три А .л .А .А .А 

Отношен1я между векторами силъ можно получить изъ пропор- 
щй(11). 

5, п = 6. Определить шесть силъ Р, Р\ Р",. , . Р^^^ такъ, 
чтобы оне были въ равнов^схи и чтобы первый пять были направлены 
по даннымъ прямымъ (1), (2). . . .(5). 

По доказанному въ § 67 всЬ шесть прямыхъ, по которымъ на- 
правлены силы, находящ1яся въ равнов'Ьс1И, должны быть лучами 
одного комплекса; поэтому д:1ея искомой прямой (6) можно взять вся- 
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В1Й лучь комплекса [К]^ опред'Ьлбннаго пятью данными лучами: (1), 
(2), .... (5). Можно приэтомъ подчинить прямую (6) одному изъ до- 
бавочныхъ услов1й : а) проходить чрезъ данную точку (М), Ь) быть 
параллельной данной прямой (Б) и с) находиться въ данной плоско- 
сти. Эти услов1я однакожъ не достаточны для совершеннаго опредЪ- 
лешя положев1я прямой (6). При первомъ условш можно взять для 
(5) ВСЯК1Й лучь комплекса [К], проходянцй чрезъ точку Ж; при 
второмъ условш можно взять для (5) лучь комплекса [К]у параллель- 
ный прямой (В) и находящ1йся въ какой нибудь плоскости, парал- 
лельной этой прямой; наконецъ при третьемъ услов1и можно взять 
для (5) всяк1й лучь, лежащ1й въ плоскости (Р), т. е. всякую прямую, 
преведенную въ этой плоскости чрезъ полюсъ. 

РЪшеше предложеннаго вопроса о равнов^Ьсш шести силъ можетъ 
быть приведено къ опред'Ьлешю двухъ системъ силъ, содержащихъ по 
пяти силъ, находящихся въ равнов'Ьс1И порознь. 

Для этого изъ пяти данныхъ прямыхъ: (1), (2), (3), (4), (5) 
составимъ два сочеташя по четыре, напр. 

(1), (2), (3), (4) и (2), (3), (4), (5); 

опред^Ьлимъ (по способу для случая п = 5), пять силъ 

Р, р, ^, Е,8, 

находянцйся въ равнов'Ьсш такъ, чтобы первыя четыре были направ- 
лены по прямымъ, составляющимъ первое сочеташе; также опред'Ь- 
лимъ пять силъ 

Р, ^, ж, Ж\ 8', 

находянцяся въ равнов'Ьсш такъ, чтобы первыя четыре были направ- 
лены по прямымъ второго сочеташя, и чтобы притомъ сила в^ была 
подчинена тому же самому добавочному условш какъ и 5. Отъ этого 
силы 5 и 5" будутъ направлены по двумъ прямымъ (^) и (Ь% нахо- 
дящимся въ одной плоскости. Для силъ Рт Р^, направленныхъ по 
прямой (2) можно взять общую точку приложен1я и сложить эти силы 
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въ одну Р = Р-1-Р'; также сын ^ ш^ можно приложить къ 
одной точк* и сложить въ одну Р' = ^ ч- ^, а силы ВжШ при- 
ложить къ одной точк* и сложить въ одну Т^ :=В'Л-Ш. Силы 5 
и &, находящаяся въ одной плоскости иогутъ быть уравнов'Ьшбнн 
силою равною и противоположною ихъ геометрической сумм'Ь и напра* 
вленною по некоторой прямой, которая определится по способу, по- 
казанному въ случа*^= 3; сл4д. силы 5 и 5^ могутъ быть заме- 
нены одною силою Р^=^8-^8\ направленною по этой прямой. 
Поел* того мы будемъ им4ть шесть силъ Р^ Р'у 2^', 1^", Р^^, В^^^ 
находящихся въ равнов'Ьс1и; притомъ первыя пять направлены по 
даннымъ прямымъ (1), (2), (3), (4), (5). 

Величины силъ 5 и 8^ произвольны, а потому при тЪхъ же по- 
ложешяхъ прямыхъ (Ь) и (Ь'), прямая (6) можетъ им^ть безчислен- 
ное множество положешй въ плоскости прямыхъ (Ь) и (Ь\ сходя- 
щихся съ ними въ одной точке. 

Если прямые (1), (2), (3), (4), им4ютъ вещественныя перес*ка- 
ЮЩ1Я (А) и (В), а прямыя (2), (3), (4), (5) — вещественныя пере- 
с4кающ1я (А^) и (В'), то (Ь) будетъ лежать на (А) и (5), а (Ь') на 
{А') и (В'); след. въ такомъ случае можно определить непосредствен- 
но положеше прямыхъ (Ц и {Ь% принявъ одно изъ вЕшесказанныхъ 
добавочныхъ услов1й для (6). Каждое такое услов1е требуетъ, чтобы 
прямыя (Ь) и (V) находились въ одной плоскости. Всякую прямую 
въ этой плоскости, проходящую чрезъ пересечете прямыхъ (Ь) и {Ь% 
можно взять за прямую (6). 

Если все сочетан1я, по четыре составленный изъ пяти данныхъ 
прямыхъ: (1)^(2), (3), (4), (5), допускаютъ вещественныя пересека- 
юпця, то можно определить пять прямыхъ: (X), (X'), (Ь'% (Ь'"), {Ь^\ 
имеющихъ свойство, что каждая опирается на пересекающихъ одного 
изъ сочеташй и удовлетворяетъ тому добавочному услов1ю , которое 
требуется для прямой (6). Сочетая эти прямыя по две, можно помо- 
Щ1Ю каждаго сочеташя определить положеше одной и той же прямой 
(6). Изъ этого следуетъ , что все пять прямыхъ: (2/), (X'), (Ь")у 
{11'\ (Ь^^) должны лежать въ одной плоскости и сходиться въ однсЛ 



] 
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точБ^ на конечнонъ или безконечноиъ разстоднш, что соетшдяетъ 
теорему Сильвестера*), 

Въ случа-Ь п = 6 число строкъ въ таблиц* (3) равно числу 
столбцовъ, а потому эта таблица даетъ одинъ только опред'Ьлитель, 
который, будучи равенъ нулю, даетъ уравнеше вида 

+-^X''^-Ж|I.''-*-^^V'' = 0, (а) 



Аа'^'^-ВЬ 



Сс' 



у г 




& X 




X у 


\УХ^1 


> 


Ч^х 


1 


0^1 Ух 



связывающее координаты прямой (6) и принадлежащее линейному 
комплексу \К\. Подчинивъ прямую (6) добавочному услов1Ю прохо- 
дить чрезъ данную' точку М{х^у у^ г?^), можно получить уравнеше 
плоскости , въ которой находятся ВС* положешя прямой (6). Для 
этого надобно подставить въ ур. (а) вместо координатъ прямой (6) 
величины, имъ пропорщональныя : 

(л?1 — л^), {Ух — у), (^1 — 2), 

гд* Ху у у & суть перемФнныя , означающ1я координаты какой нибудь 
точки прямой (6). Мы получимъ такимъ образомъ ур. 

{А — Ш^ -4- ТЯу^ 

-ь (Б - ^УК, -ь Х^,)2/ 

-♦- (С — Ьуу^ -♦- Мх^ = Ах^ -ь Ву^ -ь Ое?! (Ь) 

При добавочномъ услов1и, что прямая (Ъ) должна быть параллельна 
прямой (5), надобно для а'', У^ с^ взять косинусы угловъ, соста- 
вленныхъ прямою {В) съ осями координатъ и определить величины 
Х'', {«.'', V'', удовлетворяющхя ур. (а) и ур. 



.г^у 



у. у 



У.Г 



& V -*- с^ = 0. 



Положивъ въ ур. (а) 



V = 



в у 



у 



|Х = 



у у 

а с 

X я 



>Г =. 



■кУ ^у 
о а 

У X 



мы получимъ уравнеше плоскости 



^) Сотр1е8 ге11€1и8 1. 52. См. также Кинем, стр. 362. 



— 328 — 

содеракащей всякое положеше прямой (6). 

Наконецъ при добавочномъ услов1и, что прямая (6) должна ле- 
жать ВЪ ПЛОСЕОСТИ 

ехж-4-ру-ьу;? = 8 (Р) 

можно получить коорданаты точки , чрезъ которую проходить прямая 
(6), р-Ьшивъ относительно х^, у^, з;^ уравнетя: 

(А — Ма,ч-Ку^:{В — Nx,-^ М0;):(С— Ьу^-^Мх,) 
: (Лх^ -4- Ву^ н- С^^) = а : р : у : 8, 

внражающ1я условхе, что два уравнешя (Ъ) и (Р) тожественны 
относительно Хуу,^. Эта точка есть полюсъ плоскости (Р) и всякая 
прямая, чрезъ нее проведенная въ плоскости (Р) можетъ быть взята 
за (6). 

. Зная координаты прямой (6), можно получить отношен1я между 
силами изъ уравнешй (2). Означая чрезъ А опред'Ьлитель (3) и чрезъ 
А^^^ его производную, относительно строки г-вой и столбца 5-ва, 
мы будемъ им^ть: 

Р: 2^ : 2^' : 2^" : Р^'': Л^^'' 

= л^.,^ : л^.,2 " л^«,8 • •4^?4 • -^^ъ • -^$>в' 

Можно получить отношешя между векторами силъ изъ пропорщй (1 1). 

69. Разсмотримъ теперь случаи равновМя силъ, когда число 
силъ больше шести. 

Вопервыхъ опред-Ьлимъ семь силъ: Р^ Р^,. . . .Р''^, находящихся 
въ равнов^^сш такъ, чтобы первыя шесть были направлены по дан- 
нымъ прямымъ: (1), (2), (3), (4:), (б), (6), 

Въ этомъ случа'Ь прямая (7), по которой должна быть направлена 
посл-Ьдняя сила Р''^, можетъ им-бть всякое положеше въ пространств*; 
потому что шесть ур. (2), будутъ совместны при всякихъ значешяхъ 
шести величинъ а^\ Ь^\ с^\ \^\ ^'\ V^^, удовлетворяющихъ ур. 

а л -но |1. -1-е V = и. 
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Означая чрезъ А^, А^,. . . .А^ определители шестаго порядка, 
составленные изъ элементовъ, которые получимъ, выпуская последо- 
вательно столбцы таблицы (3), мы будемъ им^ть 

Р-.Г:!"'. . . ,Т'^' = А, \А^.. . . .А. 

Можно также получить отношешя между силами изъ пропорщй (11). 

Можно построить требуемую систему семи сиЛъ сл-Ьдующинъ 
образомъ: 

Взявъ произвольно прямую (7) и на ней какую нибудь точку Ж", 
построимъ плоскость (Р), имеющую полюсомъ точку ж въ комплексе 
[К], опред4ленномъ пятью лучами: (1), (2), (3), (4), (5); и потомъ 
плоскость (Р'), имеющую также полюсомъ точку М въ комплексе 
[^К'], определеннаго лучами (2), (3), (4), (5), (6), и найдемъ пересе- 
чев1я плоскостей (Р) и (/^) съ какою нибудь плоскостью (0, прове- 
денною чрезъ прямую (7). Пусть будетъ \Л) пересечете (Р) съ (0 
а (-4') пересечете (Р') съ (^). После того определимъ по способу 
предъидущаго § шесть силъ 

р;р,^,Дв;т, 

находящихся въ равновесш и направленныхъ по прямымъ: (1), (2), 
(3), (4), (5), {А) и шесть силъ 

Р, ^, ^, 8^,Г\Т 

находящихся въ равновес1И, и направленныхъ по прямымъ: (2), (3), 
(4), (5), (6), [А), взявъ силы Т тТ такъ, чтобы оне были прило- 
жены къ Ж" и слагались бы въ одну Р^ =^Тч-Т^у направленную 
по прямой (7). Так1я две системы силъ составляютъ, очевидно, одну 
систему семи силъ: 

Р^ = 8^ 5^, Р^, Р^ = Т-н Т, 
находящихся въ равновесш и направленныхъ по прямышъ: 

22 
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(1), (2), (3), (4), (5), (6), (7). 

Когда число силъ, которыя должны быть въ равнов'Ьс1И больше семи, 
тогда^ прямыя , по которымъ направлены силы и величины двухъ или 
бол'Ье силъ произвольны. 

Взявъ произвольно величины и направлен1Я силъ: 

рП тоТ77 р(п — 1) 

\ 

МОЖНО взять также произвольно прямыя (1), (2),... (6), по которымъ 
должны быть направлены остальныя , шесть силъ ; посл'Ь того , зная 
координаты всЬхъ прямыхъ, по которымъ направлены силы, можно 
помоп1,1Ю ур. (2) выразить величины шести силъ: 2^, -Р", . . . Р^^^ ли- 
нейными фунЕщями данныхъ силъ. Можно построить эти шесть силъ 
сл4дуюпщмъ образомъ: 

Опред'Ьлимъ по вышеизложенному способу семь силъ: ^ 

V Т^ 1^ ^ ^ ^ 7?^^ 
^1> ^2? ^3' ^4' ^5? ^6? ^ ? 

находящихся въ равнов'Ьс1и и направленныхъ по прямымъ: 

(1),(2),(3),(4)Л5)Л6),(7); 
потомъ семь силъ: 

^й^ ТР' ^^ ^^ ^ Х7' ТРУП 

находяш,ихся въ равнов^С1и и направленныхъ по прямымъ: 

(1), (2), (3), (4), (5), (6), (8) 
и т. д.; наконецъ семь силъ 

1р(П — 7) 7^(п — 7) треп — 7) тр^П — Ч) р(П--7) р(П — 7) Т^П — 7) 
-^ 1 ^ •'-2 > ■'^З ? -'^ 4 > -'^б > "'^б У •'^ ? 

находящихся въ равнов-Ьсш и направленныхъ по прямымъ (1), (2), 
(3), (4), (5), (6), (п); поел* того сложимъ силы, направленныя по 
одной прямой; отъ этого получимъ силы: 
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Р=Р^-*-Р^-^'...Р^^^"^ 



Р' = Р^-^Р^ч-. . . Р^^" - •" 



^?"' = ^; -ь -р'в' -+-••• -РТ ~ ■" 



находящ1яся съ силаш Р^\ Р^, . . . Р^ ^' въ равнов4сш. 



22* 



ГЛАВА V. 



Эквивалентность сидъ, дМствующихъ на неизи^Ьняемую систему точекъ. При- 
веАен1е системы сидъ къ одной или двумъ силамъ. Частные случаи эквива- 
лентности силъ. 

70. Дв^^ системы силъ называются эквгшаленшными ^ есяи он^Ь 
могутъ быть уравновешены порознь одною и тою же системою силъ. 

ПростФйтхй случай эквивалентности представляютъ дв4 силы, 
геометрически равный, направленныя по одной прямой лиши и прило- 
женныя къ разнымъ точкамъ; он^^ эквивалентны, потому что он'Ь ура- 
вновешиваются одною силою, имъ равною и противоположною, напра- 
вденною по той же прямой. (См. § 67 случай п = 2). 

Если дв4 системы силъ (а, а', . . . ) и (Ь, Р, . . . ) составляют* 
одну систему силъ (а, о^, . . . Ь, Ь', . . . ) находящихся въ равнов-Ьсш, 
то силы ( — 6, — V,. . .) равныя и противоположныя силамъ вто- 
рой системы, направленныя соответственно съ ними по т^мъ же пря- 
мымъ, составляютъ систему эквивалентную первой систем* силъ, 
потому что та и другая уравновешиваются одною системою (Ь, Р, . . . ). 
Напримеръ, определивъ по способамъ, изложеннымъ въ предыдуш,вй 
главе силы Ру Р\, . .Р^^''^\ находяш,1яся въ равновесш, можно 
составить две эквивалентныя системы: 

перемёнивъ силы Р^^ р^'^'^^^^ ... на силы прямо -противоположныя, 
направленныя по темъ же прямымъ: (т-4-1), (т-+- 2). . .(п). 
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Въ случа* п=.3 силы Р, Р^ эквивалентны одной — Р^, напра- 
вленной по прямой (3), лежащей въ одной плоскости съ прямыми (1) 
и (2) и сходящейся съ ними въ одной точк4, на конечномъ или без- 
конечномъ разстоян1и. 

Въ случа* п = 4: дв* силы Ру Р^ эквивалентны двумъ силамъ 
— -Р, —Р^, направленнымъ по прямымъ (3) и (4), которыя съ 
прямыми (1) и (2) представ ляютъ четыре положешя производящей 
н-Ькотораго линейчатаго гиперболоида. 

Чтобы двгь системы силъ были эквивалентны ^ необходимо и 
достаточно у чтобы иосъ главные векторы и главные моменты 
при одномъ началгь были соотвтьтственно равны геометрически. 

Въ самомъ дФл'Ь: если А и 5^ суть главные векторы, а Р и ^ 
главные моменты двухъ системъ силъ (а, а\. . . ), (Ь, &^, Ь^, . . . ) при 
томъ же начал*, тоЛ-гБиР — ^ будутъ: главный векторъ и 
главный моментъ одной системы силъ 

(а, а', ... , — Ь, — 6 , . . . ), 

составленной изъ силъ первой системы и силъ прямо-противополож- 
ныхъ и равныхъ силамъ второй системы. 

Для эквивалентности двухъ данныхъ системъ силъ, необходимо и 
достаточно, чтобы эта третья система была въ равнов-Ьсш ; это же 
условхе выражается равенствами: 

Л — 5 = 0, Р— ^=Оили 

А = виР=д. 

На основаши этого услов1я эквивалентности силъ, можно данную 
систему силъ привести къ простейшей, а именно: къ одной или двумъ 
силамъ, которыя обыкновенно называютъ равнодтьйсшвующими съ 
данною системою силъ. 

71. Чтобы данная система силъ Р^ Р^, Р^,. . . им4ла бы одну 
равнодействующую , главный векторъ сисмемы силъ В долженъ быть 
векторомъ равнодействующей , а главный моментъ К — моментомъ 
равнодействующей. Это возможно только тогда, когда главный век- 
торъ В не равенъ нулю, а главный моментъ К равенъ нулю или пер- 
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* 

пендикуляренъ къ В\ слФд, главный моментъ К обуслов^шва6тся во- 
обще т'ЬмЪу что его проекщя на главноиъ вектор^^ равна нулю, т. е. 

уравнешемъ 

Я:со8(ХВ) = (1) 

Услов1я, что главный векторъ не равенъ нулю и что проекщя на 
немъ главнаго момента ЛГ равна нулю, не только необходимы, но и 
достаточны для того, чтобы система силъ им4ла одну равнодействую- 
щую; потому что если он4 удовлетворены, то можно определить силу, 
у которой векторъ есть Д, а. моментъ К, т. е. силу эквивалентную 
данной системе силъ. 

Когда Я'= О, главный векторъ В представ ляетъ равнодейству- 
ющую всехъ силъ. А когда К не равенъ нулю, равнодействующая 
есть сила, геометрически равная В^ въ плоскости, перпендикулярной 

къ -К' и проходящей чрезъ начало О, съ плечомъ 2 = д • Можно 

сказать вообще , что равнодгьйствующая есть сила геометрически 
равная главному вект^ору^ направленная по центральной оси. 
(§ 64). 

Уравнеше (1) показываетъ, что, если система силъ имгьетъ 
одну равнодгьйствующую , то самый меньшгй главный моментъ 
равенъ нулю и обратно: ест самый меньшгй иавный моментъ ра- 
венъ нулЮу а геометрическая сумма всгьхъ силъ не равна нулю, 
то система силъ имгьетъ одну равнодгьйствующую. 

Относя точки приложешя силъ къ прямоугольнымъ осямъ коорди- 
натъ Ож, Оуу 0^, принимая начало аргументовъ 22 и 5^ за начало 
координатъ, и означая (какъ въ § 64) чрезъ А, В, С проекщи глав- 
наго вектора В п чрезъ Ь, М, N проекщи главнаго момента на 
этихъ осяхъ, можно написать ур. (1) подъ видомъ 

ИЛИ ' 

АЬ ^ БМч- С2У= О (см. § 65), 

приэтомъ все три величины А, В, О не могутъ быть равны нулю, 
такъ какъ В не равенъ нулю. 
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Такъ какъ А^ В^ С, -Ь, Ж", ^ суть лучевые координаты прямой, 
по которой должна быть направлена равнодействующая, то 

Ж=Ж — 6^ ! (2) 

Эти уравнен1я при перем'Ьнныхъ значешяхъ §, у], ^♦принадлежатъ 
разсматриваемой прямой. Он* тожественны съ ур. (43) § 65, принад- 
лежащими центральной оси, въ томъ случа* когда инварьянтъ 



I 



ЕК=АЬ-^ВМ^СК 

равенъ нулю.. 

Разсмотримъ теперь наибол'Ье зам'Ьчательныя системы силъ, при- 
водящихся ЕЪ одной равнод'Ьйствующей. 

72. Силы^ находящгяся въ одной плоскости. Положимъ, что 
силы Р, Р^,. . . находятся въ одной плоскости (Р) и что ихъ геоме- 
метрическая сумма 2Р нр равна нулю. Взявъ начало моментовъ и 
векторовъ въ какой либо точки О на плоскости (Р), мы получимъ 
главный векторъ В = 2Р, не равный нулю. Моменты всЬхъ силъ 
<5удутъ направлены по перпендикуляру, возставленному изъ О къ 
плоскости (Р) въ ту или другую сторону относительно этой пло- 
скости; поэтому главный моментъ К=2МР будетъ также направ- 
ленъ по этому перпендикуляру, ес)1и онъ не равенъ нулю. А такъ 
какъ В лежитъ въ плоскости (Р), то К перпендикуляренъ къ В; 
сл-Ьд. условхе (1) удовлетворено. И такъ система силъ, лсжащихь 
въ одной плоскости , приводится къ одной силгь всякгй разъ какъ 
геометрическая сумма вскьхъ силъ не равна нулю. 

Такъ какъ моменты МР^ МР^, .... направлены по одной пря- 
мой, то ихъ геометрическая сумма 2ЖР приводится къ алгебраичес- 
кой 2ЖУ, гд-Ь каждый членъ представляетъ площадь параллелогра- 
ма , въ которомъ дв* противоположныя стороны суть : еама сила Р и 
ея векторъ вР. Эта площадь выражается произведетемъ силы Р на 
плечо, т. е. на перпендикуляръ, опущенный изъ начала О на прямую, 
по которой направлена сила. Положительные члены въ сумм* ^МР 
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принадлежатъ силамъ, дМствующимъ вправо для наблюдателя^ при- 
слоненнаго къ Я, а отрицательныя — силамъ, дМствуюпщмъ вл*во. 
Сл-Ьд. чтобы найти главные моментъ К надобно : вычислить площади 
параллелограмовъ , выражающихъ моменты всЬхъ силъ; найти сумму 
цлощадей, соотв-Ьтствующихъ силамъ, д-Ьйствующимъ въ одну сторону 
и сумму площадей, соотв'Ьтствующихъ силамъ, д-Ьйствующимь проти- 
воположно , и вычесть меньшую сумму изъ большей ; разность дастъ 
величину главнаго момента К^ а равном'Ьрная ей длина, отложенная 
отъ О перпендикулярно къ плоскости (Р) въ сторону, куда направле- 
ны моменты, принадлежаш,1е большей изъ двухъ суммъ, представить 
самый главный моментъ К. РавнодМствующая всЬхъ силъ будетъ 
сила, геометрически равная главному вектору В съ плечомъ 2 = д- 

Взявъ въ плоскости (Р) прямоугольныя координатныя оси Ох^ 
Оу съ осью Ог перпендикулярною къ (Р), въ обп1,ихъ формулахъ 
§ 64 мы будемъ им^ть: 

;г = 0,/ = 0,... Л=0, -г' = 0,...; 

отъ этого уравнен1я равнодМствующей (2) или у р. центральной оси 
(см. ур. 42 § 65) приведутся къ сл4дуюп1;имъ 

? = 0, Х=Б| — ^7] (3) 

гд4 

^ = 2Х, В = 2Г. 

Если начало моментовъ О взято на равнодМствуюп^ей , то ЛГ = О 
т. е. 2Ж]Р=0; сл-Ьд. прямая, по которой направлена равнодМ- 
ствующая, им4етъ свойство, что алибраическая сумма произведши 
силъ, умноженныосъ на перпендикуляры ^ на нихъ опущенные изъ 
какой либо точки этой прямой, равна нулю. 

Въ частномъ случай двухъ силъ : Р и Р\ эти силы обратно 
пропортональны перпендикулярами, на нихъ опущеннымъ изь 
какой либо точки иосъ равнодп»йствующей. 
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Это свойство очевидно требуетъ, чтобн прявшя, по которниъ 
направлены силы Рж Р съ прямою , по которой направлена ихъ ра« 
внод'Ьйствующая, сходились въ одной точкЪ, на конечномъ или без- 
конечномъ разстоян1и, что согласно въ доказанномъ въ § 66, въ слу- 
чай п=2. \^ 

73. Параллельиыя силы. Пусть будетъ система силъ Р^ ^^^,..., 
параллельныхъ одной прямой (?) таковыхъ, что геометрическая сумма 
22^ не равна нулю. Главный векторъ М=2Р, при какомъ ни есть 
начал* О, не равенъ нулю и представляетъ прямую параллельную (I), 
равную разности между ариометическою суммою силъ, направленныхъ 
въ одну сторону и ариометическою суммою силъ, направленныхъ про- 
тивоположно. Приэтомъ онъ направленъ въ сторону т^хъ слагае- 
мыхъ силъ, которыя даютъ ббльшую сумму. 

Такъ какъ главный векторъ В направленъ по одной прямой съ 
векторомъ каждой силы, то онъ перпендикуляренъ ко всЬмъ момен- 
тамъ: МР, МР\ . . . , для этого всЬ эти моменты должны находить- 
ся въ одной плоскости, перпендикулярной къ В; въ этой же плоскости 
должна находиться и геометрическая ихъ сумма К = 2МР, если 
она не равна нулю ; сл4д. если главный моментъ К, не равенъ нулю, 
- то онъ перпендикуляренъ къ 1?, а потому услов1е (1) удовлетворено. 

И такъ сгюшема силъ , параллельныхъ одной прямой , приво- 
дится къ одной силть, всякгй разъ какъ ихъ геометрическая сумма 
не равна нулю. 

РавнодМствующая геометрически равна главному вектору В\ 
сл-Ьд. она параллельна прямой (?) и направлена въ одну сторону съ 
силами, принадлежащими большей изъ двухъ ариеметическихъ суммъ, 
полученныхъ отъ сложен1я силъ, направленныхъ въ одну сторону и 
силъ, направленныхъ противоположно. 

Если начало моментовъ взято на прямой , по которой направлена 
равнод4йствующая , то главный моментъ Х' равенъ нулю; отъ этого 
сумма проекщй вс4хъ моментовъ на какой либо оси ет, проведенной 
чрезъ такое начало, равна нулю, что выражается уравнешемъ (34) 



М?)=^' 
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Означая чрезъ 8 перпендавуляръ , опущенный изъ точки приложешя 
силы Р на плоскость прямыхъ а и Д, (этотъ перпендикуляръ равенъ 
кратчайшему разстоян1ю между силою Р и осью о-), мы будемъ им4ть 
(см. § 59). 

9Г(^) = 82Г8ш(2^а). 

А такъ какъ Р параллельна В, то вш {Рс) =± 8111 {Во)\ при- 

чемъ должно взять знакъ-нили — , смотря потому, будетъ ли сила Р 

для наблюдателя а направлена вправо или влЬво; отъ этого ур. (34), 

по разд'Ьлеши всЬхъ членовъ на обпцй множитель 5 1п {Во) приводится 

къ следующему 

^РЬ = 0; 

причемъ Р означаетъ величину силы, взятую съ н- или — , смотря 
потому будетъ ли она направлена въ одну сторону съ В или противо- 
положно. Изъ этого уравнешя видно, что если силы Р, Р\ Р\ . , . 
разсматриваются какъ массы, (положительный или отрицательныя), 
сосредоточенный въ соотв^тственныхъ точкахъ приложешя, то сумма 
моментовъ этихъ массъ относительно всякой плоскости, проходящей 
чрезъ равнодМстдующую всЬхъ силъ, равна нулю. Для этого необхо- 
димо, чтобы прямая, по которой направлена равнодействующая, про- 
ходила чрезъ центръ (С) такой системы массъ. Сл-Ьд. если мы опре- 
д-Ьлимъ эту точку по правиламъ, изложеннымъ въ стать* В геоме- 
тр1и массъ, и приложимъ къ ней силу В, геометрически равную глав- 
ному вектору, то получимъ равнодействующую вс4хъ параллельныхъ 
силъ Р, Р\. . . 

Центръ системы массъ, равномтьрныосъ системгь параллель- 
ныхъ силъ и сосредоточенныосъ въ точкахъ приложешя силъ, на- 
зывается центромъ параллельныхъ еилъ. 

Если все точки приложешя силъ, будучи неизменяемо связаны, 
получаютъ какое либо вращательное перемещеше около центра (С), 
а силы Р, Р^,. . . остаются параллельными прямой (?), сохраняя ве- 
величины и направлешя, то после перемещеюя точекъ центръ новой 
системы параллельныхъ силъ будетъ опять въ С; след. силы будутъ 
иметь ту же равнодействующую В, приложенную къ точке С. 
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И такъ: если параллельныя силы сохраняютъ величины и на- 
прсшлетяу при вращенги шочекъ приложенгя около центра этихъ 
силъ 5 то раенодгьйствующая этихъ силъ , будучи приложена къ 
ихъ центру у сохраняешь свою величину, иаправлете и точку 
приложенгя. 

Существован1е центра параллельныхъ силъ и доказанное сейчасъ 
его свойство вытекаетъ также изъ уравнешй равнодействующей (2). 

Разд'ЬлиВъ параллельныя силы на дв'Ь группы: силы, направлен- 
ный въ одну сторону, и силы противоположныя , положимъ, что сила 
Р принадлежитъ той групп*, которая имЬеть ббльшую сумму и озна- 
чимъ чрезъ 1^*^ величину одной изъ прочихъ силъ, взятую съ -*- или 
съ — , смотря потому, направлена ли она въ одну сторону съ Рили 
противоположно. Означимъ чрезъ а, Ъ, с косинусы угловъ, составля- 
емыхъ силою Р съ прямоугольными осями координатъ Ох, Оу^ Ог, 
приложимъ формулы § 65 къ разсматриваемом случаю. Мы будемъ 

им'Ьть: 

Е = 2Р, А = аЕ,В = ЪВу (7= сВ, 

Ь =: с^Ру — Ь^Рг 

М=а2Р^ — с2Рх 
К=Ъ2Рх—а2Ру', 

« 

отъ этого у р. (2) примутъ видъ 

с(Вг1 — 2Ру) = ЦВ^ — 22^^) | 

а{В1;—2Р^) = с{В^ — :2Рх)\ (4) 

ЦВ^ — 2Рх) = а{Ву\ — 2Ру) 

0и4 ноказываютъ, что на прямой, по которой направлена равнодей- 
ствующая, находится точка, определяемая координатами: 

^ = 'в~' ^ = ":в"' ^ — "^ ^^^ 

По формуламъ § 1 2 видно, что эта точка есть центръ системы массъ 
Р^ 2^',. . ., находящихся въ точкахъ приложешя параллельныхъ силъ: 
(ж, у, г\ {х\ У, /), . . . 
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Такъ какъ координаты (5) удовлетворяютъ ур. (4) при всякихъ 
значен1яхъ а, Ь, с, то прямая (4) должна вращаться около точки С 
определяемой координатами (5), когда силы Р, Р^,. . .^ неизменяя 
величинъ и оставаясь между собою параллельными, будутъ вращаться 
около соотв4тственныхъ точекъ приложешя, остающихся неподвижны- 
ми. Но вм-Ьсто такого вращешя силъ, можно вращать систему точекъ при- 
ложен1я силъ около центра (7, не изменяя величинъ и направлен1й силъ. 

По формуламъ (5) видно, что для опред^лешн точки С можно 
вм4сто массъ Р^ Р\ Р'\ .... взять друг1я имъ пропорщональння; 
поэтому центръ параллельныхъ силъ неизм-Ьнится , если вс4 силы бу- 
дутъ увеличены или уменьшены въ одномъ отношен1И. 

Можно, не изменяя д4йств1я силъ, заменить ихъ другими, прило- 
женными къ другимъ точкамъ, произвольно взятымъ на прямнхъ, по 
которымъ направлены силы; отъ этого переменится и положеше цен- 
тра С\ такъ, что одна и таже система параллельныхъ силъ можетъ 
имйть безчисленное множество центровъ, соотвйтствующихъ различ- 
нымъ положешямъ точекъ приложешя; но всЬ эти положешя точки С 
находятся на одной прямой, по которой направлена равнодействующая. 

74. Центръ тяжести. Всякая в'Ьсомая матерьяльная точка 
притягивается всФми прочими матерьяльными точками, принадлежа- 
щим нашей планете и всемъ небеснымъ теламъ, по закону Нютона; 
обратно-пропорщонально квадратамъ разстояшй и пропорц10нально 
массамъ. 

Если притягиваемая точка принадлежитъ точкамъ, находящимся 
близъ земной поверхности, то по отдаленности ея отъ небесныхъ телъ, 
действ1е на нее последнихъ весьма слабо сравнительно съ действ1вмъ 
массы сфероида вместе съ телами, находяпщмися на его поверхности 
или вблизи этой поверхности, а потому можетъ быть пренебрежено. 

Равнодействуюпця всехъ силъ действ1я земнаго сфероида и телъ, 
близъ него находящихся нормальна къ поверхности уровня, которая 
близко подходитъ къ поверхности самаго сфероида и можетъ быть 
принята приблизительно за поверхность шара или, точнее, за поверх- 
ность эллипсоида вращешя, сжатаго при полюсахъ (см. § 37). 
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Но какова оы ни была разсматриваепая поверхность уровня, силы 
притяжбН1я хгЬлымъ земнымъ сфероидомъ матерьяльныхъ точекъ, при- 
надлежащихъ одному земному т^^лу, изм^^рвН1я которыхъ весьма малы 
сравнительно съ изм'Ьрен1ями сфероида, представляютъ весьма малые 
углы съ нормалью къ поверхности уровня, проведенною чрезъ какую 
нибудь точку т4ла; поэтому можно разсматривать приблизительно эти 
силы какъ параллельныя, направленныя въ одну сторону. 

Такъ какъ ускорешя, съ которыми падали бы матерьяльные элемен- 
ты тЬла, разнятся весьма мало, то он* могутъ быть приняты приблизи- 
тельно равными, а потому силы, ихъ производящ1я, приблизительно 
пропорц10нальны малымъ соотв'Ьтственнымъ элементамъ т'Ьла. Равно- 
действующая такихъ параллельцыхъ силъ составляетъ вгьсъ разсма- 
триваемато т4ла, а ихъ центръ называется центромъ тяжести 
ттьла. 

Если т есть весомая масса т'Ьла, €1т одинъ изъ ея элементовъ 
и д ускореше въ его падеши (называемое обыкновенно силою тяже- 
сти)^ то дЛт выражаетъ одну изъ разсматриваемыхъ параллельныхъ 
силъ или в4съ элемента Лт, п. дт= \дд,ш — • в4съ ц4лаго т-Ьла. 
Означая чрезъ х^ у^ г прямолинейныя координаты элемента Лт отно- 
сительно осей Ох, Оу, 0^, а чрезъ а, ^, у так1я же координаты 
центра тяжести, по формуламъ (5) мы будемъ им'Ьть 

дт '* ^ дт ^ * дш 

ИЛИ 

^хйт о 1уд,т ^гйт 

По этимъ формуламъ определяется также центръ массы т или 
ценш'ръ инерцги (см. ф. (4) § 13 Вв. въ Ст. и Дин. и § 18 Стат.); 
сл4д. центръ тяжести ттьла совпадаетъ съ центромъ инерцги. 

Способы опред^летя положен1я этой точки въ т4лахъ разнаго 
вида изложены въ стать* В введешя въ Статику и Динамику. 

Можно изобразить в^съ тЬла дт прямо)ю, приложенною къ центру 
тяжести и направленною по нор^аали къ поверхности уровня (по от- 
весной ЛИН1И). 
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Всл'Ьдств1е свойства центра параллельныхъ сидъ, доказаянаго въ 
предыдущемъ § величина и положенхе этой пряной не изнгЬняется при 
вращеши тЬла около центра тяжести. Опред-Ьливъ опытомъ дв* пря- 
мыя, представляющ1я въ т'Ьл'Ь направлешя в'Ьса, мы найденъ въ пе- 
ресЬчеши этихъ прямыхъ м-Ьсто центра тяжести. 

75. Силы^ сходящгяся въ одной точкгь. Система силъ: -!Р, 
^, . . . сходящихся въ одной точк-Ь О, приводится къ одной, изо- 
браженной главнымъ векторомъ В при начал* О; потому что при этомъ 
начал* моментъ каждой силы равенъ нулю, а сл4д. и главный моментъ 
К равенъ нулю. 

Прим'Ьромъ силъ, сходящихся въ одной точк4, могутъ служить 
силы притяжешя или отталкивашя системы точекъ одною точкою. 
Пусть будетъ ш сплошная совершенно твердая масса ш, притягивае- 
мая точкою О. Всл'Ьдствхе закона равенства дЬйствхя и противодМ- 
ств1я всЬ силы этого притяжен1я прямо противоположны силамъ 
притяжешя точки О элементами массы ш; поэтому равнодМствующая 
посл'Ьднихъ, будучи взята прямо — противоположно, представляетъ рав- 
нодМствующую В притяжешя элементовъ массы т точкою О. 

Положимъ напр. что ш есть масса сферическаго слоя, ограниченная 
сферами, им-Ьющими центръ въ точк-Ь С и что плотность элемента 
(Лт постоянна или функщя его разстояшя отъ С. По доказанномму 
въ § 28 сила, съ которою масса ш притягиваетъ внешнюю точку О 
равна ^2 и направлена по прямой ОС отъ О къ С; слйд. равнодей- 
ствующая силъ притяжешя элементовъ массы ш точкою О равна также 
^^ и направлена по прямой СО отъ С къ О. За точку приложешя 
этой силы можно взять всякую точку этой прямой. Если возьмемъ 
эту точку въ с, то о будетъ притягивать ц-Ьлую массу ш какъ одну 
точку, находящуюся въ С съ массою т. 

- Силы притяжешя элементовъ массы сферическаго слоя ш точкою 
О, находящеюся въ его полости, уравнов-Ьшиваются. А силы притя- 
жешя массы т точкою О, находящеюся въ самой массЬ, приводятся 

къ одной ^, направленной по СО, гдЬ ш' есть часть массы слоя, 
содержащаяся въ сфер* рад1уса СО и центра С (см. § 28). 
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I 

Бели разсматриваемый слой т притягивается другимъ такимъ же 
слоемъ ш\ ограниченный сферами, им'Ьющилш центръ въ О', — притомъ 
одна масса вн* другой — , то силы притяжетя ц4лой массы т элемен- 
тами массы ш\ по доказанному, сходятся въ точк* С, а потому он4 
им-Ьють одну равнодМствующую Д, проходящую чрезъ эту точку. 

Сила притяжен1я ц'Ьлой массы т однимъ элементомъ с?т' есть ^^^, 
гд* г есть разстоян1е элемента с1т' отъ точки С; равнодействующая 

В равна ^^ т. е. произведетю массъ обоихъ слоевг, раздгьленному 

на квадратъ равстоятя между ихъ центрами, и направлена по 
прямой, соединяющей эти точки. 

Силы притяжен1я ц'Ьлой массы т' элементами массы т приводят- 
ся къ сил4 — равной и прямопротивоположной — -В. И такъ сфе- 
рическге слои, ограниченные, каждый, концентрическими сфера- 
ми, или сплошныя сферы, въ томъ случап>, когда плотности по- 
стоянны или суть функцги разстоянгй соотвгьтственныхъ эле-- 
ментовъ отъ центровъ слоевъ, притягиваются такъ, какъ бы 
массы ихъ были сосредоточены въ ихъ центрахъ инерцги. 

Такое заключеше не прим'Ьнимо вообще къ другимъ какимъ либо 
массамъ, потому что равнод-Ьйствующая силы притяжешя точкою О 
элементами какой нибудь массы т не всегда проходитъ чрезъ центръ 
инерщи массы т, и силы притяжен1я элементовъ массы т элементами 
другой массы т', всЬ три изм^ретя которой не безконечно-малы, не 
всегда приводятся къ одной сил^^. 

76 • Пусть будетъ О точка притягивающая или отталкивающая 
элементы массы т по какому нибудь закону; С центръ инерщи этой 
массы, Ох, Оу, Оъ прямоугольный оси такъ взятыя, что Ох напра- 
влена по ОС; X, у, г координаты элемента йт относительно этихъ 
осей; г разстояше его отъ точки О, ({г) функщя, выражающая за- 
кояъ притяжен1Я или отталкивашя. Проэкщи равнодействующей В 
всЬхъ силъ д-Ьйствхя точки О на массу т выражаются интегралами: 

А^^ ^Мат, В=^ ^Пгрт, С=^ /Яг)?сгш 
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Въ частномъ ел уча* /(г) = г, т. е. когда элементарныя силы 
пропорцгональны первой степени разстоятй^ мы будемъ имйть 

По свойству плоскости, проходящей чрезъ центръ массы, что сумма 
моментовъ относительно такой плоскости равна нулю, мы будемъ им'Ьть 
В = О, (7=0; сл-Ьд. равнодМствующая В равна т-ОС и напра- 
влена по оси Ох^ т. е. по прямой, проходящей чрезъ центръ инерцхи 
массы; слЬд. когда частичное притяженге или отталкиванге про- 
порцгонально первой степени разстоянгя между частицамщ 
тогда всякая масса притягивается одною точкою такъ , кань бы 
вся масса была сосредоточена въ ея центргь инерцги. При дру- 
гомъ вид* функц1И Дг) и какой ни есть массЬ т величины В и С 
вообще не равны нулю, а потому направлеше равнодМствующей В 
не совпадаетъ вообще съ прямою Ох, проходящею чрезъ центръ ияер- 
Ц1И массы. 

Еогда точка схода О прямыхъ, по которымъ направлены силы 
Р, Р\. . , удалена безконечно отъ точекъ приложенхя силъ , тогда 
силы становятся между собою параллельными и равнодМствующая 
проходитъ чрезъ центръ этихъ силъ; слЬд. при весьма большомъ раз- 
стояши точки О отъ точекъ приложешя силъ 2^, Р' . . . , прямая В 
должна составлять весьма малый уголъ съ прямою, соединяющею точ- 
ку О съ центромъ системы массъ равныхъ силамъ: Р, Р\. .7 . и по- 
м-Ьщенныхъ въ точкахъ приложешя ^^тихъ силъ. 

Если масса т притягивается точкою О, находящеюся на весьма 
большомъ разстоян1и ОС отъ центра массы С сравнительно съ изм*- 
решями массы, то можно положить приблизительно, что равнодМ- 
ствующая В силъ притяжешя проходитъ чрезъ С и равна ш({ОС)^ 
гд* ({г) есть функщя выражающая законъ притяжен]я; потому что 
можно приблизительно силы притяжен1я элементовъ массы- т точкою 
О принять за параллельный и равныя соотв'Ьтственнымъ элементамъ, 
умноженнымъ на одну величину ({ОС). 
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Если масса ш притдгиваетсд массою т' и центры С и С этихъ 
массъ находятся на весьма большомъ разстоян1и сравнительно^ съ из- 
мФрешими массъ, то всЬ силы притяжешя массы т элементами массы 
т' можно разсматривать приблизительно кавъ сходянряся въ точбф 
С. Сила притяжешя массы т однимъ элеиентомъ Лт' выразится чрезъ 
т/(г)йт', гд4 г есть разстояше с1т' отъ С. 

Можно положить приблизительно что эти силы направлены по 
одной прямой СС и что г= СС\ отъ этого для равнодМствую- 
щей всЬхъ силъ притяжешя массы т массою ш' можно взять силу 
равную тт'асС) и направленную по прямой СС отъ С къ С. 
Сила, ей равная и противоположная продставитъ приблизительно 
равнод'Ьйствующую силъ притяжешя элементовъ массы т' ц'Ьлою 
массою т, 

Такъ какъ изм'Ьрешя солнца, планетъ и ихъ спутниБОвъ и другихъ 
небесныхъ т'Ьлъ весьма малы относительно взаимныхъ разстояшй 
между центрами массъ этихъ т'Ьлъ, то можно прим'Ьнить приблизи- 
тельно выведенное заключеше къ этимъ т-Ьламъ; кром* того, по при- 
чин'б сферической формы солнца планетъ и спутнивовъ, можно центры 
объемовъ принять приблизительно за центры массъ, если допустить, 
что масса однородна или распред'Ьлена равном'Ьрно Бонцентричесними 
слоями ОБОло центра. 

77. Если прямыя, по Боторымъ направлены силы Ру Р ,. . . пе- 
ресЬБаютъ одну прямую (Г), на конечномъ или безБОнечномъ разстоян1и, 
и главный 'векторъ Е , при начал* въ какой нибудь точк* этой пря- 
мой , по ней направленъ , то разсматриваемыя силы им'Ьютъ одну рав- 
нодействующую, параллельную прямой {I) или направленную по этой 
прямой; потОхМу что при начал* въ какой нибудь точк* О прямой (1) 
ВС* моменты МР, МР^, .... перпендикулярны къ (1); сл*д. геоме- 
трическая ихъ сумма Ж= 2МР\ если не ровна нулю, также перпен- 
дикулярна къ этой прямой, т. е. главный моментъ Я^ перпендикуля- 
ренъ къ Е. 

Равнодействующая будетъ сила, им*ющая моментъ К и геометри- 
чески равная главному вектору Е. 

23 
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78. На основащи докаваннаго въ § 68 (случай п = 3) всякая 
данная- сила можетъ быть разложена, на дв^Ь, направленння по 
данннмъ пряиыиъ, лежащшъ въ одной плоскости съ данною силою , 
и пересЪкающимъ прямую, по которой она направлена въ одной 
точк'Ь на конечномъ или безконечноиъ разстоя Н1и. Можно также 
всякую силу Р разложить на три силы, направленння по сторонамъ 
какого ни есть треугольника АВСу находящагося въ плоскости, про- 
ходящей чрезъ силу Р. 

Для этого зам'Ьтимъ пересЬчеше пряной, по которой направлена 
сила ^'съ одною изъ сторонъ треугольника, напр. точку В перес*- 
чен1я съ стороною ВС\ перенесемъ въ эту точку силу Р, т. е. зам-Ь- 
нимъ ее силою, геометрически равною, приложенною къ точк'Ь В, и 
разложимъ ее на дв* а и 8 такъ, чтобы а была направлена по пря- 
мой ВС, а 8 по прямой В А ; поел* того перенесемъ силу 8 въ точку 
А и разложимъ ее на дв'Ь ^ и у, направленныя по прямымъ АС и 
АВ\ такимъ образомъ мы будемъ им-бть три силы: а, ^ у, напра- 
вленныя соотв-Ьтственно по сторонамъ В(7, АС^ АВ даннаго треу- 
гольника и эквивалентный вм'Ьст'Ь данной сил'Ь Р. Одна изъ силъ 
р, 7 равна нулю, когда точка В совпадаетъ съ одною изъ вершинъ 
В, С; напр. если В совпадаетъ съ В, то р = О и 2^ разлагается 
непосредственно на дв'Ь силы а и у, направленныя по прямымъ ВО 
и ВА. 

Всяк1я три силы а, ^, у, направленныя по сторонамъ ВС, СА и 
АВ даннаго треугольника АВС, не могутъ быть въ равнов'Ьс1И, такъ 
какъ равнодействующая ^ н- у двухъ силъ не можетъ быть равна и 
прямо-противоположна третьей а. Если геометрическая сумма ач-^-^-'у 
не равна нулю, то эти три силы имфютъ равнодМствующую Р, кото- 
рую найдемъ, сложивъ равнодействующую двухъ силъ съ третьего. 

Разлагая данную силу Р на три а, р, у, направленныя по сто- 
ронамъ даннаго треугольника, согласимся разсматривать ихъ какъ 
положительный, если он4 направлены одинаково съ сторонами: ВС, 
СА, АВ, т. е. первая отъ В къ С, вторая отъ С къ ^, третья отъ 
Акъ В, л какъ отрицательный, если онЪ направлены аротивополож- 
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но; напр. подъ а мы будемъ подразумевать силу, взятую съ — , если 
эта сила направлена отъ С къ Б. 

Зная величины и знаки а, р, у можно построить прямую (^), по 
которой направлена сила Р^ а именно : опрвделинъ точку В первс4- 
чешя ВС съ равнодМствующею силъ ^ и ^ и точку Е перес4чешя 
СЛ съ равнодействующею силъ у и а, проведемъ прямую ВЕ\ эта 
прямая будетъ искомая (^); поэтому можно разсматривать три величины 
а, ^,7 какъ координаты прямой {}). Он* представляются какъ коеффи- 
Ц1енты въ уравнен1и этой прямой, если для опред'Ьлешя положешя 
точки въ плоскости АВС взята система координатъ, указанная въ 
§ 65 Кинематики. 

. Пусть будутъ: Зр ?2> % кратчайш1я разстояшя точки М отъ 
прямыхъ ВС^ СА, АВ съ -ь- или — , такъ, чтобы он* были поло- 
жительный для вершинъ треугольника; напр. чтобы ^^ была положи- 
тельная, когда -М" совпадаетъ съ ^., и также, когда об* точки ле- 
жатъ по одну сторону относительно прямой ВС. На основанш свой- 
ства силъ, находящихся въ одной плоскости, доказаннаго въ конц* 
§ 72, мы будемъ им*ть: 

а?! -*- РЗг -*- Т?з = О 

для всякой точки прямой (0; сл^д. это есть уравнеше прямой (I), 
Обратно, если дано уравнеше 

принадлежащее какой нибудь прямой (?), то можно разсматривать 
коеффищенты а, р, у какъ величины трехъ силъ, направленныхъ по 
сторонамъ треугольника АВС и эквивадентныхъ н-Ькоторой сил* Щ 
направленной по прямой {I). Величина этой силы выражается фор- 
мулою 
р= у 01? нн ^^ -+- 'у^ — 2^7 С08 А — 27» С08 в — 2а^ С08 С 

гд4 А^ В, С суть внутренше углы треугольника АВС. 

Если ^1, г2> Яв ^^У^^ь координаты какой нибудь точки О въ пло- 
скости АВС, взятой за начало моментовъ, то ад^ ч- Рд^д "*" Т^з 

23* 
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будетъ сумма моментовъ трехъ силъ а, р, у и должна быть равна 
моменту силы Р. По знаку этой суммы можно опред-блить сторону, 
въ которую направлена сила Р для наблюдателя, находящагося въ 
точкЪ О и смотрящаго на точку приложешя силы. 
Означая чрезъ Ь плечо силы Р^ мы будемъ им'Ьть 

^ = ± ^(о?! -*- Р32 -*- Твз)- 

Если по той же прямой {I) направлена другая сила Р'^ которая 
разлагается на три силы с?, р', у', направленный по сторонамъ треу- 
гольника АВС^ то 



гд4 должно взять знакъ -ь- когда силы Р ж Р направлены въ одну 
сторону, и — , когда он* противоположны. 

Пусть будетъ система силъ :Р,Р^,Р^,....^ находящихся въ 
плоскости треугольника АВС^ и вообще а^'\ р^*\ 7^*^ силы, эквива- 
лентныя сил* Р^^ направленныя по сторонамъ этого треугольника: 
ВС, СА, АС. 

Если три алгебраическ1л суммы 

а н- а -4- а -+- . . , = 2а 

не равны нулю, то он* даютъ три силы, направленныя по сторонамъ 
треугольника АВС и эквивалентныя равнодМствующей В данныхъ 
силъ. Уравненхе прямой, по которой направлена эта равнод-Ьйствую- 
щая есть 

?,2а -^ Зз^Р ^ Зз^Т = О, 
а величина равнодМствующей выражается формулою 

Е = У[{2а.)^ ■+- (2^)2 -*- {2уУ — 2(2^) {2у) т Л 
— 2{2у) (2а) С08 В — 2(2а) (2р) соз С]. 
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Трехчленъ 

выражаетъ величину момента равнодействующей, т. е. величину глав- 
наго момента К, при начал* въ точк-Ь О (д',, 2^, 2^. Знакъ этого 
выражешя опредЬляетъ сторону, въ которую направлена равнодМ- 
ствующая по прямой (1). 
Пусть будутъ 



»«!-+-& 32-*- С «8=^ 



уравнетя прямыхъ (/), {1% (Г), . . . , по которымъ направлены дан- 
ныя силы 2^, Р', . . . , а Р, Р^, . . . . фиктивныя силы , направленныя 
по т'Ьмъ хе прямымъ, разлагающ1яся по сторонанъ треугольника 
АВС^ соответственно на силы: (а, Ь, с), (а', Ь', с'), {а\ Ъ", с\.. На 
основаши доказаннаго выше, мы будемъ им^ть: 



сл^д. 



2а = 2±а|, 2р = 211гЬ{, 2^ = 2^4 



Такимъ образомъ можно найти аналитическимъ путемъ равнодейству- 
ющую данной системы силъ, лежащихъ въ одной плоскости. 

79, Въ § 69 мы видели, что можно определить семь силъ, на- 
ходящихся въ равновес1и и направленныхъ по семи даннымъ, между 

собою независимымъ, прямымъ: (1) (2) (7); причемъ величина 

одной силы Р" произвольна. Сила равная и прямопротивоположная 
последней представляетъ силу эквивалентную прочимъ шести силамъ. 
Изъ этого видно, что всякая сила можетъ быть разложена на шесть 
силъ, направленныхъ по даннымъ прямымъ. 
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ПростМш1й и наибол'Ье зам'Ьчатбльный случай такого разложе- 
Н1Я есть: разложенге силы на шесть силъ^ напрсшленныхъ по ре- 
брамъ даннаго тетраедра. 

Пусть будетъ Р данная сила и АВСВ какой нибудь тетраедръ. 
Прямая, по которой направлена сила Р должна встретить непремен- 
но одну изъ граней тетраедра. Положимъ, что она встр-Ьчаетъ 
грань ЛВС въ точк-Ь Е. Перенеся въ эту точку силу 2^, разложимъ 
ее на дв'Ь: Р ж^ такъ, чтобы первая была направлена по прямой 
^5/^, а вторая по прямой, находящейся въ плоскости ЛВС', перене- 
семъ потомъ силу Р въ точку В и разложимъ ее на три силы, напра- 
вленныя по ребрамъ: ВА^ ВВ, В Су я силу ^ разложимъ, какъ было 
показано въ предъидущемъ § на три, направленныя по сторонамъ 
треугольника ЛВС; отъ этого мы будемъ им^ть шесть силъ, напра- 
вленныхъ по ребрамъ даннаго тетраедра АВСВ и составляющихъ 
систему, эквивалентную данной сил* Р. 

Означимъ чрезъ а^, Ь|, с, ребра ВА, ВВ^ ВС, направлюнныя 
отъ I) къ Л, 2? и С, а чрезъ а^, Ьд, с^ ребра ВС, С А и АВ^ на- 
правленныя вправо для наблюдателя , им-Ьющаго голову въ I) и стоя- 
щаго на плоскости АВС. Пусть будутъ: а^, р^, у^ силы, составляю- 
пця силу Р, взятыя съ -ь или съ — , смотря потому идутъ ли он* 
въ одну сторону съ соотв4тственными ребрами а^, Ь^, с^ или противо- 
положно, а а^, ^2? Ъ ^^^^у составляющ1Я силу С взятыя съ н- или 
— , смотря потому идутъ ли он* въ одну сторону съ ребрами а^,Ъ^,^^ 
или противоположно. 

Шесть силъ: а^, р„ у^, о^, Рд? Ъ эквивалентныхъ данной сил* 
2^могу1'ъ быть выражены помощ1Ю относительнымъ моментовъ 

(«1/' \ь,р и)' и)' и)' и)' 

составляемыхъ прямою, по которой направлена сила Р, съ ребрами 
тетраедра АВСВ, 

По доказанному выше моментъ равнодМствующей относительно 
какой либо оси, равенъ сумм* моментовъ силъ ей эквивалентныхъ 
относительно той же оси; сл*д. 
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V 

но, принимая во внимаше, что относительный моментъ двухъ пряныхъ, 
лежащихъ въ одной плоскости, равенъ нулю, им'Ьемъ: 

поэтому 

Означая чрезъ У объемъ тетраедра АВСВ^ на основан1и сва- 
заннаго въ § 59 мы им'Ьемъ 

а потому 

Подобнымъ образомъ выразятся вс4 шесть силъ «р РI,Т1>°^2>Р2^Т2••• 
дквивалентныxъ съ Ъу а именно: 

«1 - -тЛа, ;' Р1 — г-\ь^ > ъ - "7-1 с, ; I 

у . . . .(о) 

Эти шесть величинъ связаны уравнешемъ, которое выражаетъ уело- 
В1е, что силы Ри ^ лежать въ одной плоскости. Пусть будутъ а^, 
р1, ^1 слагаемый на ребрахъ а^, Ъ^, с^ произвольной силы Р, прило- 
женной къ точк-Ь 2), а а^, ^2? Ъ '"'Р^ ^^^^ ^^ ребрахъ: а^у й^? ^ 
эквивалентныя произвольной сил^Ь ^^ находящейся въ плоскости 
ЛВС. Всл4дств1е эквивалентности системы силъ Р и ^ съ системою 

у обоихъ системъ долженъ быть обнцй главный векторъ В и обш;1й 
главный моментъ К^ а сл'Ьд. общ1й инварьянтъ ВК^ поэтому, на 
основаши формулы (39) предъидущей главы, относительный моментъ 
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Р^( ^ I долженъ быть равенъ сумм'Ь относительннхъ моментовъ сидъ 
(7). Принимая во внимаше, что относительный моментъ двухъ силъ, 
находящихся въ одной плоскости, равенъ нулю, находимъ, что 

= (Ь^^М^^ЪГЛг (8) 

Чтобы СИЛЫ Р И С им4ли одну равнодМствующую 2^, надобно, что- 
бы он* лежали въ одной плоскости, а сл4д. должно быть (^^ = 0, 
что дастъ уравнбн1е, связывающее силы (6), эквивадентныя сил'Ь 1^: 

?^?? -+- &1?2 .^ Т1Т2 __ л (^\ 

а^а^ Ь^^ СуС^ ^ ^ 

Это уравнен1е также удовлетворено , когда силы Р и в, находясь въ 
одной плоскости не им'Ьютъ однакожъ равнодМствующей Р", а ииенно: 
когда онЪ параллельны, равны и противоположны. 

Помощш формулъ (6) ур. (9) можетъ быть представлено подъ 
видомъ 

связывающимъ относительные моменты, составляемые прямою, по ко- 
торой направлена сила Р", съ ребрами тетраедра АВСВ. 
Величины : 

?4 Р1, 11. «2 Рг Г2 

1Р> р^ ру уу ^} р 

при услов1и (9), или величины: 

и)' и)' и)' и)^ (О* (с*) 

при условш (10), могутъ быть приняты за координаты прямой, по 
которой направлена сила Р. 

Келе (Сау1еу)*) и Цейтенъ (2еи1;еп)**) употребили этого рода 
лучевыя координаты вм-Ьсто Плюкеровскихъ въ своихъ изсл'Ьдовашяхъ 
о комплексахъ. 

*) Тгапзасйоп о1Г Ле СатЬп§е РЬ11о8орЬ1са1 8о81е1;у Уо1. XI, Рагк. II. 
'С*) МагЬетаизсЬе Аппа1е11 уоп А. С1еЪ8сЬ апд ^ецтапп. I Вапд. 
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Легко выразить этого рода координаты въ функцш Плюкеров- 
сЕихъ сл1^дующимъ образомъ: 

Пусть будутъ: х^ у, & прямолинейныя пряиоугольныя координаты 
какой нибудь точки пряной, по которой направлена сила 2^; X, У, 2^ 

— проекщи 'Р на осяхъ координатъ; 

* 

^1»Х' ^1'Ж' ^1'Л!' ^2'ж? ^2>ж? ^2'я? 

проекцшреберъга!, Ь„ с^, а^, 6,, с^ на оси ж-въ; а!,^^, \,^, с^,^, а^,у, 
Ь%,уу с^,у ихъ проекщи на оси у-ъъ и а^,,, Ь^,^, С1,„ Лд,,, Ь,,^, с^,^ 
ихъ проекщи на оси ^-въ. По формул'Ь предъидущей главы мы будемъ 
ин^ть: 



Н1) = 



X Т 2 

^1?а? ^Ру ^1»л 
X у 2 



СЛ'ЬД, 



а» «2 / 



у в 
Т 2 



^1? 



1'У 






а 



\1% 






Подобный выражен1я мы найдемъ для ^, ^, ^, ^, ^. 

80, Пусть будетъ какая либо система силъ: 2^, ^Р'. . . . Зам*- 
нивъ каждую изъ нихъ шестью силами, направленными по ребрамъ 
даннаго тетраедра АВСВ, означимъ вообще чрезъ а/*\ р/*^, у/*\ 
а^*\ р2^*^, ^9^*^ т4, которыя зам*няютъ силу Р^*^ и направлены соот- 
ветственно по ребрамъ: а^, 6^, с^, «2, Ьд/^г- Сложивъ въ одну силу 
силы, направленныя по одному и тому же ребру тетраедра, мы полу- 
чимъ шесть силъ: 

2а„ Щ, 2у„ 2а,, 2?,, 2^,, (И) 

направленныхъ соответственно по ребрамъ: а^, Ь,, с,, а^у Ъ,, с, и 
эквивалентныхъ данной систем* силъ: Р, ^Р', . • • 

Если данная система силъ имФетъ одну равнодействующую, то 
силы (11) должны удовлетворять условш (9), т. е. 



«1«2 



Ь^Ь^ 



С|С2 
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Если это усдов1е неудовлетворено, то данння силы Р^ Р . . . . 
приводятся Бъ двуиъ силамъ X и (X, изъ Боторнхъ одна ,есть равно- 
дМствующая силы 2а^, 2р1, 2^1, сходящихся въ точк* Д а дру- 
гая равнодМствующая силъ: ^а^, 2^2? ^Ъ^ лежащихъ въ плоскости 
АВС\ слЪд. всякая система сим, не приводящаяся къ одной силть, 
приводится йъ двумъ силамъ. 

Такъ Бакъ силы X и (х не могутъ , ни въ какомъ случа-Ь, быть 
равны и пряио-противоположны, то для равнов^1я системы силъ: Р^ 
Р . . . , надобно, чтобы X == О, I*. = О, а для этого необходимо: 

2а, = О, 2р, = О, 2у, = О, 2а, = О, Щ, = О, 2у, = 0. 

Такимъ образомъ услов1я равнов'Ьс1я выражаются уравнешями одного 
вида, что представляетъ никоторое преимущество координатъ Келе 
предъ Плюкеровскими. 

Эти уравнешя, не только необходимы, но и достаточны для ра- 
внов4с1я, если точки приложен1я силъ Р^ Р . . , связаны неизм-Ьня- 
емо. По УСЛ0В1Ю эквивалентности главный векторъ В, главный мо- 
ментъ К и инварьянтъ ВК данной системы силъ: Р^ Р,. . . прина- 
длежатъ и систем* шести силъ(1 1)и двумъ силамъ X и (1.. По форму- 
л4 (38) главы III и формул* (8) предъидущаго параграфа находимъ, 
что 

\ а^а^ Ь^Ъ2 С1С2 / 



а также 



КЕ = М1)- 



Одна и таже система силъ Р, 1 , . . можетъ быть приведена 
различнымъ образомъ къ двумъ равнодМствующимъ : X и [д., завися- 
щимъ отъ выбора тетраедра АВСВ. Впрочемъ можно получить дв* 
силы X и (Л, эквивалентныя данной систем* силъ Р^ Р , , ., незави- 
симо отъ тетраедра АВСВ^ сл*дующимъ образомъ: взявъ произволь- 
но плоскость ЛВС и какую нибудь точку В вн* этой плоскости, 
разложимъ каждую силу 2^*^ на дв* : Р^ и ^ такъ, чтобы первая 
проходила чрезъ точку I), а вторая лежала бы въ плоскости АВС\ 



Къ стр.355. 



Фиг. 35. 
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потомъ найдемъ равнод-Ьйствующую X всЬхъ селъ Р, Р^, . . . , сходя- 
щихся въ одной точк* В и равнодМствующую [1 всЬхъ силъ ^^ ^1,..., 
лежащихъ въ плоскости ^ВС(см. § 76). 

81. Можно также пряио найти дв'Ь силы X и |1, аквивалентння 
данной систем'Ь силъ, зная главный векторъ В и главный моиентъ К 
при какомъ нибудь начале О. 

ИсБОмыя силы должны удовлетворять уравнешямъ: 



Л-1-е?11. = Д М\-^М^ = К. (12) 

при услов1яхъ: 

^)7ЖХ = 0, в^М^^ = 0, (13) 

перпендикулярности вектора каждой силы къ ея моменту. 

Разлоашвъ (черт. 34) главный векторъ 22 на два слагаемые: О А и 
ОВ^ проведемъ чрезъ О дв4 плоскости (Р) и (^), къ нимъ перпендику- 
лдрння, и какую нибудь третью плоскость (6^) чрезъ главный моментъ 
К и опред'Ьлимъ пересЬчеше посл^Ьдней съ первыми двумя; отъ 
этого мы получимъ ДВ'Ь прямыя, перпендикулярный, соответственно 
Еъ ОА и ОВ. Такъ какъ эти прямыя находятся въ одной плоскости 
съ главнымъ моментомъ К^ то можно разложить К на два слагаемые, 
по нииъ направленные : О А и ОВ^. Изъ этого построен1я видно, что 
можно удовлетворить ур. (12) и (13), положивъ 

в\=ОА, в^^ОВ 
М\ = ОА, М^ = 0В\ 

Построивъ П0М0Щ1Ю аргументовъ О А и ОА силу X и помопцю 
артументовъ ОВ ж ОБ' силу [л, мы получимъ дв'Ь силы X и [л, экви- 
валентныя вм'Ьст'Ь данной систем'Ь силъ. 

Силы X и 11. обусловлены т-Ьмъ , что произведете силъ на отно- 
сительный моментъ между прямыми , по которымъ онгь напра- 
влены равно инварьянту КВ данной системы силъ (форм. (38) 
главы III), т. е. 
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Разд-Ьливъ это ур, на 6, получимъ 

(X, 11) = 2(2^, П 

Это показываетъ, что объемъ тетраедра (X, [д.), въ кошоромь два 
противоположпыя ребра суть силы X г« (л эквивалентныя данной 
системгь силъ , равенъ алгебраической суммть объемовъ всгьхъ те- 
шраедровъ^ посшроенныхъ^ на данныосъ силахъ^ взяшыссъ попарно 
за противоположный ребра тетраедра. Эта теорема принадлежитъ 
Мёбхусу*). Ей соотв'Ётствувтъ теорема, относящаяся къ угловымъ 
сБоростямъ вращешя, доказанная въ § 148 Еинематикм. 

Зам'Ьтимъ, что когда инварьянтъ КВ не равенъ нулю, то силы 
X и [1 не могутъ лежать въ одной плоскости; потому что относитель- 
ный моментъ ( ^ ] не равенъ нулю. 

Относительное положен1е прямыхъ {]) и (т), по которымъ напра- 
влены силы X и |л, обусловлены тФмъ , что он'Ь суть сопряженныя по- 
ляры линейнаго комплекса \К^ В\ параметры котораго суть: главны! 
моментъ К и главный векторъ В (о которомъ было упомянуто въ § 66). 
Въ этомъ можно удостов'Ьриться сл'Ьдующимъ образомъ: 

Помноживъ геометрически у р. (1 2) на М\ и Л и взявъ сумму 
произведешй, находимъ, что 



ВЖк -I- Кв\ = в^ЪГк -н М^вк. 

А перемноживъ геометрически ур. (12) одно на другое, находимъ, 
что 



КВ = в}^^М\ -4- М^вк\ 
сл'Ьд, 

ВШ-^Шк = КВ. 



Такъ какъ по предположен1Ю инварьянтъ КВ неравенъ нулю, 
то аргументы прямой "Х не могутъ удовлетворять ур. 



ВМ\ -+. Квк = о, 



*) 1оигпа1 уоп СгеПе, Т. IV. 
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принадлелБащему коиалексу [К^ Е\; поэтому прямая {I) не можетъ 
быть лучемъ комплекса [йГ, Е]. То же докажется для прямой (т). 

Пусть будетъ о- произвольный отр'Ьзокъ на какой нибудь прямой 
{А)у пересекающей прямыя (?) и (т). По условш, что дв* прямыя 
лежать въ одной плоскости (см. § 59 ур. 14), мы будемъ им^ть: 

1 (И) 

Сложивъ эти уравнешя, получимъ 

(Ж~-ь ЖЙ^а -+- {Ж -4- в^)М(т =. О (15) 

А это всл4дств1е услов1й (12) приводится къ уравнешю 

Е^-»-БЖ = 0,. (Н) 

показывающему, что прямая (Л), пересекающая прямыя (I) и (т) есть 
лучь комплекса [К,Е]. — Обратно всяшйлучь (-4) комплекса [^К^,й], 
пврес4кающ1й одну изъ прямыхъ (I) и (т), пересЬкаетъ и другую; 
лотому что, если на прямой (А) будетъ взятъ отр'Ьзокъ а, удовлетво- 
ряюпцй ур. (16) или (15) вм'Ьст'Ь съ однимъ изъ ур. (14), то другое 
изъ двухъ посл*днихъ уравнешй будетъ удовлетворено. А прямыя (I) 
и (т), имйюпця свойство , что ВС* ихъ пересЬкаюпця суть лучи ли- 
нейнаго комплекса, суть сопряженный поляры этого комплекса. 

Можно взять силу X произвольно, на какой нибудь прямой (/), 
не принадлежащей къ лучамъ комплекса [К^ М] и помощ1Ю ея аргу- 
ментовъ вХ и (1.x определить аргументы сопряженной съ ней силы [х, 
а именно мы будемъ им'Ьть : 

~в1^ = В — вк, Щ = К — ЖХ. 

Чтобы построить прямую (т), зная положеше прямой (1), возь- 
жемъ дв* точки (^р) и {^) на последней и построимъ лучевыя плоско- 
сти (Р) и {^) комплекса [К, Д], им-Ьюпря полюсами точки (р) и (д): 
пересечете плоскостей (Р) и {^) будетъ (т). Отложивъ на ней дли- 
ну геометрически равную разности Е — ^Х, получимъ силу [л. 
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На другой пар'Ь {I') и (т') сопряженннхъ поларъ комплекса [Ку 
Е\ можно взять друг1я дв'Ь силы Х' и (!.' ВМЕСТЕ эквивалентння дан- 
ной систем'Ь силъ, а сл^^д. также эквивалентння силамъ X и (х. 

Четыре прямыя (?), (т), (^') и (т') представляютъ положенхя 
производящей н-Ькотораго линейчатаго гиперболоида (Я); потому что 
всякая прямая (А), перес^^кающая три прямыя (2), (т), (^) есть лучь 
комплекса [К, В], встр'Ьчающ1й и прямую (т'), а сл-Ьд. (т') всЬхи 
точками лежитъ на гиперболоид'Ь (Н), произведеннымъ движешемъ 
прямой (Л) по тремъ направляющимъ (?), (ш), (?'). Это согласно съ 
т-Ьмъ, что было доказано въ § 68 (случай п=4:) относительно равно- 
в-Ъсхн четырехъ силъ. Въ самомъ дФлФ: силы — Т и — ^ прямо- 
противоположныя силамъ Х^ и (Г, должны уравнов'Ьшивать силы X и (1, 
а на основаши § 68 (случай м=4) прямыя (I), (ш), (?'), (т'), по ко- 
торымъ направлены четыре силы X, [I., — Х^, — ^, находящаяся въ 
равнов^^сги, должны лежать на одномъ линейчатомъ гиперболоид'Ь. . 

Применяя общ1й способъ построетя двухъ силъ, эквивалентныхъ 
данной систем* силъ, указанный въ начал* этого §, къ частному слу- 
чаю, когда К есть наименьп11й главный моментъ, т. е. когда онъ и 
главный векторъ В направлены по оси комплекса [К, Е\, мы полу- 
чимъ сл'Ьдующимъ образомъ силы X и [х. 

Разложивъ (фиг. 35) главный векторъ Е на два слагаемые ОЛ и 
ОБ, проведемъ въ плоскости ЛОВ перпендикуляры къ ОА и ОВ, 
и по нимъ разложимъ главный моментъ К на два слагаемые О А' и 
0В\ Эти слагаемые должны быть моментами искомыхъ силъ X и р1. 

Означая плечи этихъ силъ чрезъ |? и д, мы будемъ им'Ьть 

ОЛ' ОБ' .1ДЧ 

при этомъ оба плеча должны быть отложены на перпендивуляр* къ 
плоскости ЛОВ. 

Если ОС = р и ОС == 2, то прямая параллельная О А, и про- 
ходящая чрезъ С будетъ направляющая (2) для силы X, а прямая, 
параллельная ОВ и проходящая чрезъ С' — направляющая (т) для 
силы (л; сл*д: сила X изобразится- длиною, геометрически равною О А, 
отложенною на {1)у а (х — длиною геометрически равною О В на (ш), 
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Изъ сд'Ьланнаго построешя легко вид'Ьть, что 

;? = § со* (\^В\ 2 = 5 со* (кВ); 
отсюда выводимъ пропорщю 

показывающую, что нратчайшгя разстоянгя двухъ сопряженныосъ 
поляръ отъ оси комплекса [К, Л], пропорцгоиальиы тангепсамъ 
угловъ^ составляемыхъ полярами съ осью"^). 

Силы X и (I. въ геометрическомъ смысл'Ь им'Ьютъ то же свойство, 
что дв'Ь сопряженныя угловыя скорости вращешя, зквивалентныя си- 
етем'Ь скоростей, опред'Ьляемыхъ винтовымъ движешемъ съ поступа- 
тельною скоростью В и угловою скоростью К. 

Вообще всЬ свойства, разсмотр'Ьнныя нами во глав'Ь XIV Кине- 
матики, 0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ угловымъ вращательнымъ скоростямъ, прим'Ь- 
няются и къ силаиъ. 

Ш. Еогда главный векторъ В данной системы силъ равенъ нулю 
первое изъ ур. (12) приводится къ следующему 



в^ = — в\ 

требующему, чтобы векторы силъ X и (х и сл'Ьд. самыя силы были 
геометрически равны и противоположны. Если при этомъ главный 
моментъ^не равенъ нулю, т. е. данная система силъ не находится 
въ равнов4с1и , то силы X и II. не могутъ быть направлены по одной 
прямой. 

Дв'Ь силы, равныя, противоположныя и направленныя по разнымъ 
прямымъ, называются парою (соир1е). 

Сл4д. когда главный векторъ или геометрическая сумма си- 
стемы силъ равна нулю и силы не находятся въ равновП)Сги, то 
онп» приводятся къ парп>. 



*) Эта теорема доказана Шалемъ для двухъ сопряженныхъ осей враще- 
н1я въ систем']^ возиожныхъ скоростей, опред']^яемыхъ винтовымъ движеш- 
емъ, въ которомъ К" есть поступательная скорость, а Ж угловая скорость 
вращешя. 
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Въ разсматриваемомъ случа'Ь прямыя (/) и (ш), суть сопрлженння 
поляры комплекса [К, О]. Означая чрезъ а отр-Ьзокъ какого нибудь 
луча (Л), будемъ им4ть Ква =^ 0; это показываетъ , что всЬ лучи 
комплекса [К^ О] перпендикулярны къ главному моменту К. А какъ, 
по доказанному выше, всякая прямая, пересекающая (I) и (т), т. е. 
лежащая въ плоскости пары (X, |д.), есть лучь комплекса, то главный 
моментъ К долженъ быть перпендикуляренъ къ этой плоскости. 

Уравнеше (37) главы III 



к = к—мк, 

связываюпце главные моменты К и К\ соотв'Ьтствующ1е двумъ раз- 
ныхъ началамъ О и 0\ при ^В' = О даетъ К' = Щ сл'Ьд. величина 
и направленге главнаго момента К не зависишь отъ начала^ ко- 
гда система данныхъ силъ приводится къ одной паргь. 

Главный моментъ данныхъ силъ К есть также моментъ эквива- 
лентной съ ними пары (X, (д.). Если возьмемъ начало О на прямой (т), 
по которой направлена сила ([л), то М^ = О, и Ж=ЖХ. Означая 
чрезъ к кратчайшее разстоянхе между прямыми (I) и (т), мы будемъ 
им-ЬтБ К = Ш. 

Кратчайшее разстоянге к меоюду прямыми^ по которымъ 
направлены силы^ составляющгя пару (X, |х), называет^ся плечем 
пары; слйд. моментъ пары равенъ алгебраическому произведенгю 
одной изъ силъ на плечо. 

Всякую прямую перпендикулярную къ плоскости пары П у а не о 
называетъ осью пары *). Есж взять за начало момента К средину 
плеча А, то даблюдатель, прислоненный къ ^5Г и смотрящ1й на точку 
приложен1я той или другой изъ силъ, составляющихъ пару, вицитъ 
Д'Ьйств1е силы вправо; потому что тогда моментъ каждой силы равенъ 
{К ж направленъ въ одну сторону съ К. 

Чтобы дв* пары (X, [!-) и ()7, ^) были эквивалентны, необходимо 
и достаточно, что бы ихъ моменты были геометрически равны 
между собою, А для этого необходимо и достаточно : 1 ) чтобы плоско- 



*) Пуансо также называетъ самый моментъ К парою. 
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€^ти двухъ парь совпадали или были параллельны^ 2) чпюбы про- 
изведете силы на плечо въ каоюдой парть было одно и тооюе и 3) 
чтобы наблюдатель^ помпщенный перпендикулярно къ плоско- 
спш одной пары^ смотрящш на точки приложенгя силъ той и 
другой пары , вид^ьль силы, дтьйствующими въ одну сторону , т 
• е. въ обгьихъ парахъ вправо или въ обгьихь влгьео. 

На основанш этихъ условШ эквивалентности паръ, можно одну 
пару преобразовать въ другую, перенеся ее въ той же плоскости въ дру- 
гое м4сто, или въ другую плоскость, параллельную, сохраняя вели- 
чину и направлен] е момента пары. 

Если дв* системы силъ не уравновешиваются и каждая изъ нихъ 
приводится къ пар'Ь, то он* вм-Ьст* составляютъ одну систему, при- 
водящуюся также къ пар*; потому что, такъ какъ главный векторъ 
каждой системы равенъ нулю, то и главный векторъ сложной системы 
также равенъ пулю, какъ геометрическая сумма сложныхъ векторовъ 
каждой системы. При этомъ главный моментъ сложной системы равенъ 
геометрической сумм* главныхъ моментовъ составляющихъ системъ; 
с^Фд. моментъ пары, эквивалентной сложной систем'Ь, есть геометри- 
ческая сумма моментовъ двухъ паръ, эквивалентныхъ даннымъ соста- 
вл^^ющимъ системамъ. 

Изъ этого между прочимъ сл-Ьдуетъ, что дв* пары (X, [х) и (X', ^) 
съ моментами КжЖ слагаются въ одну пару съ моментомъ К-^Е^. 

Для равновМя двухъ паръ (X, [!-) и (X', ^) необходимо и доста- 
точно, чтобы Х-+- Ж' = О, или Ж' = — ЛГ т. е. чтобы ихъ момен- 
ты были геометрически равны и противоположны. 

83. Каждую силу Р можно привести къ пар* и къ сил*, ей гео- 
метрически равной, приложенной къ данной точк* О. Для этого при- 
ложимъ къ точк* О силу Р^ геометрически равную Р п силу ей пря- 
МО противоположную ^Р,; отъ этого вместо Р мы будемъ им^ть силу 
ей геометрически равную ^^ и пару {Р, — Р^. Такимъ образомъ си- 
стемы данныхъ силъ РуР^.... можно заменить системою сплъ ^Р„ 2^,,..., 
вмъ геометрически равныхъ, приложенныхъ къ точк'Ь О, и системою 
паръ:(Р, — Р\),(Р^, —Щ)^ - - • Первая изъ составляющихъ системъ 

24 
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шфетъ равнодМетвующую, которая есть главный вевторъ Л данной 
еиетемн еилъ, а система паръ приводится къ одной парЪ (Х^ (и), ио- 
нентъ которой есть главный моментъ данной системы силъ К. 

Если К есть самый меньш1й главный моментъ, то плоскость пары 
^, — ^) перпендикулярна къ главному вектору В. 

Расположивъ пару такъ, чтобы средина ея плеча была въ начади 
^9 мы будемъ им'Ьть силу Е^ влекущую эту точку по направлешю 
центральной оси комплекса [К^ К\ и дв'1^ силы, стремяпцяся вращать 
плечо пары около этой прямой. 

Но изъ этого однакожъ не сл4дуетъ, что т4ло, на которое дМ- 
ствуютъ силы Ру Ж,. . ., получаетъ винтовое движеше; потому что 

движеше гЬла происходитъ не только отъ дМств1я силъ Р^Р^, 

но также и отъ д'Ьйств1Я внутреннихъ силъ. 

Если система силъ ^^ -Р, . . . . приводится къ пар*, то Д = О, 
а потому инварьянтъ ВК равенъ нулю; сл'Ьд. инварьянтъ системы 
сим равенъ нулю еъ одномъ изъ трехъ случаевъ : 1 ) когда силы въ 
раеноетьсги^ 2) когда онгь приводятся къ одной сиш и 3) когда онгь 
приводятся къ парп>, 

Въ каждомъ изъ этимъ случаевъ по формуламъ предъидущей гла- 
вы имЪемъ: 

2РР'(р1 = О, 2(Р, Р) = О, 



ГЛАВА VI. 



Свойства силъ, неизм'1^яяющихся геометрически, когда ихъ точки приложетя, 
будучи связаны неизменяемо, получаютъ какое либо перем']&1цев1е. 

84. Мы вид^Ьли въ § 74 9 ЧТО у если къ неизменяемой систем1Ь 
точекъ приложена система параллельннхъ силъ, геометрическая сумма 
которнхъ не равна нулю, то такая система силъ приводится къ одной 
(шл% которую можно приложить къ центру силъ, т. е. къ центру 
массъ, равннхъ силамъ и сосредоточенннхъ въ точкахъ приложешя 
еилъ; притомъ, если силы неизм^няются геометрически, когда система 
точекъ приложешя получаетъ какое либо перем^щеше, то равнодМ- 
ствующая также неизм'Ьняется геометрически и остается приложенною 
къ той же точк'Ь. Вместо того, чтобы перемещать точки приложешя 
смлъ, можно оставить ихъ неподвижными, а силы вращать около этихъ 
точекъ такъ, чтобы всЬ силы, оставаясь между собою параллельными, 
сохраняли относительный положешя и величины или изменяли свой 
величины въ одномъ отношен]и; приэтомъ равнодМствующая будетъ 
вращаться около неподвижной точки, которая есть центръ системы 
сялъ, и оставаясь параллельною всФмъ силамъ, будетъ сохранять свою 
величину, или изменяться въ томъ же отношеши, въ какомъ изме- 

1 

ндется каждая сила. 

Есть друпя системы силъ, имеюпця подобное свойство. ПростМ- 
шая изъ нихъ есть система двухъ пересекающихся силъ. Пусть будутъ: 
РЕ^ две силы, приложевныя къ двумъ неподвижныиъ точкамъ А 

24* 
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я В Е направленння по прямннъ, сходящийся въ точб'Ь С. Ихъ ра- 
равнод'ЬЁствующая Е также направлена по прямой, сходящейся въ 
точк* С. 

Если мы повернемъ силы Р е ^ около точекъ А е В въ плоско- 
сти АВС^ неизм'Ьняя величинъ и угла, между ними заключающагося, 
то он* примутъ н-Ькоторня положен1я Р' и ^, направленння по пря- 
мымъ, составлягощимъ уголъ АО' В равный углу АСВ. Въ сл4дств1е 
равенства этихъ угловъ четыре точки Ау В^ С е С' находятся на 
одной окружности круга. Равнодействующая Д =Р-+-^ перес*четъ 
эту окружность въ н-Ькоторой точк* О. Чрезъ эту же точку должна 
проходить и равнодМствующая ^ силъ Р и ^'\ потому что прямая, 
по которой направлена Д^, должна съ Р составлять уголъ равный 
углу ОСА\ сл*д при вращети силъ Р и ^ около точекъ Ае В ихъ 
равнодМствующая В вращается около точки О; поэтому можно на- 
звать точ|ьу О центромъ силъ Р и ^. 

Представимъ теперь себ-Ь, что точки .4, С, 5, О, будучи связаны 
неизм^Ьняемо, повернулись около О такъ, что точка & пришла на 
прямую ОС въ точку 0^; тогда прямая С'Л приметъ положете 0''А\ 
параллельное ОА и О'В — положеше С'Б' параллельное СВ\ при- 
этомъ сила Р будетъ геометрически равна Р, а сила ^ — геометри- 
чески равна ^ 

Легко видеть, что 

Р:д:В = 8т {^Е) : 81п (ЕР) : зт {Р^) 

= вш (В АО) : вт (АВО) : вш (АОВ) 

= ОВ:ОА:АВ; 

откуда получимъ разстояшя центра силъ О отъ точекъ приложетя 
силъ: 

ОА^^ и 0В=:^, ,.(1) 

помопцю которыхъ можно определить положете точки О. 

Когда силы Ре ^^ параллельны, точка О находится на прямой 
АВ и разстоян1я О А и ОВ опять определяются предъидущими фор- 
мулами. 



Къ стр.3в4. 



фиг. 36. 
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О^ачая чрезъ р, д, г разстояшя точекъ А^ В, О отъ точен 
схода Стрехъ сидъ, по известному свойству четыреугольника , впи- 
саннаго въ кругъ, мы будемъ имйть: 

ОВр-^ОА^^АВг; 

отсюда, принявъ во вниманхе формулы (1), выводимъ: 

г = ^р-^ (2) 

Этимъ можно определить положен1е центра О на прямой, по которой 
направлена равнодействующая. 

Всякая система силъ Р^ 1^,. . ., находящихся въ одной плоско- 
сти и приводящихся къ одной равнодействующей, имеетъ центръ, въ 
чемъ легко удостовериться следующимъ образомъ: разложивъ главный 
векторъ силъ Е на два слагаемые Р и ^у разложимъ каждую силу 
на две параллельный Р л ^; отъ этого мы получимъ две системы 
лараллельныхъ силъ: первая имеетъ равнодействующую, геомотрнче- 
ски равную Р и центръ въ некоторой точке А; вторая имеетъ равно- 
действующую геометрически равную ^ и центръ въ некоторой точке 
В. Равнодействующ1я Р и ^ двухъ системъ (р) и (^), будучи приложе- 
ны къ точкамъ Аи В, сохраняютъ эти точки приложешя и не изме- 
няются геометрически, когда все точки приложешя данныхъ силъ, 
будучи неизменяемо связаны , получаютъ какое либо перемещеше въ 
плоскости силъ; след. оне имеютъ некоторый центръ О. Можно раз- 
сматривать эту точку какъ центръ данной системы силъ, потому что 
равнодействующая В двухъ силъ Р и ^, приложенныхъ къАжВ, 
есть равнодействующая данныхъ сидъ, и она, будучи приложена къ 
точке О, сохраняетъ эту точку приложешя при вращеши точекъ при- 
ложешя данныхъ силъ около О, т. е. около оси, проведенной чрезъ 
О перпендикулярно къ плоскости силъ. Но это свойство точки О на- 
рушается при вращеши точекъ приложешя около другой оси. 

Такъ какъ центръ О находится на прямой, по которой направле- 
на равнодействующая В данной системы силъ, то онъ имеетъ свойство, 
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указанное въ § 72: алгебраическая ^(мма произведент ваюл сим 
уммженныо^ на п^мендинуляры^ на ниоаъ опущенные изъ О, ров- 
на нулю. Означая чрезъ р, р', р '* < • раА1усн векторы, нроведешшв 
изъ О въ точки приложеюя силъ Р, -Р, . . . . , а чрезъ (р, <р', . . . . 
углы , которые они составляютъ еъ соотв'Ьтственннми силами, можно 
приведенное свойство выразить уравнешемъ 

22^9 8Ш9 = (3) 

8то уравнеше должно существовать при вращеши всЬхъ точекъ при- 
ложешя въ плоскости силъ около О. Отъ такого вращен1я всЬ углы 
Ф,^ 9^••• нолучаютъ одно и тоже приращеше с^), а 2<^, 1^,..., р, р',.- 
неизм'Ьняются; сл'Ьд. ур. (3) превратится въ следующее : 

225^9 81П (9 -+-©) = О 
или 

С08 © 22?'р 81П 9 -•- 81П 6) 22^р С08 9 = 0. 

Зд'Ьсь первый членъ въ сл'Ьдств1е ур. (3) равенъ нулю; поатоцг 
остается 

8Ш м 22ф С08 9 = 0. 

Такъ какъ это уравнеше должно существовать при всякомъ значенш 
о, то необходимо 

2Р^ С08 9 = О (4) 

Ур. (3) принадлежитъ каждой точк'Ь О прямой, по которой на* 
правлена равнодМствующая данныхъ сйлъ, а потому можетъ быть 
принято за уравнеше этой прямой. Ур. (4) выводится изъ ур. (3) пе- 
ременою угловъ 9, 9'?* • • на 9 н- ЭО'^, 9' -^- 90°,-.; поэтому, если 
мы поворотимъ всЬ данный силы около ихъ точекъ приложешя, въ 
плоскости силъ, въ одну сторону на 90°, нвизм4няя величинъ, то по- 
лучимъ систему силъ, равнодействующая которыхъ будетъ^направлена 
по прямой (4). Построивъ прямня (3) и (4), мы получимъ въ ихъ 
пересйчеши центръ данной системы силъ О. 

Пусть будутъ (ж, у),, {х\ у\ .... прямолинейныя координаты 
точекъ приложеюя силъ Р,Р,... относительно какихъ нибудь пря- 
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■оугохьннхъ осей Ах, Ау, взятнхъ въ плоскости этяхъ силъ; (X, 
1), {X , X ), . . . провкщи силъ на этихъ ослхъ, а а, 6 координаты 
центра О. По ур. (3) и (4) мы будемъ им4ть : 

2[(а; — а)1[ —(у— Ъ)Х\ = О, Щ(х — а)Х -*- (у — д)Г] = О 

яхи 

а^У— 62Х = ЩхГ— уХ) 

о2Х н- Ь2Г = 2(уХ и- уГ); 

отсюда выводить координатн центра 



а 



(:2Х)2 -ь (зг)5 



, _ 3(д;Х-»-уГ).2Г^2(а;Г-у Х).2Х 



(5) 



Зд^сь ЩхТ — уХ) есть главный момеятъ данныхъ силъ относитель- 
но начала координатъ, а 2,{хХ-^уУ) — главный моментъ силъ^ 
повернутыхъ на 90^ около точекъ приложен]я, при томъ же начал^^ О. 

Силы, параллельныя одной плоскости (тс), съ главнымъ векто- 
ромъ В, неравныиъ нулю, такъ же какъ и силы, лежащ1я въ одной 
плоскости могутъ быть заи^Ьнены двуия системами параллельныхъ силъ 
(р) и (з), равнод4йствующ1я которыхъ равны двумъ слагаемымъ Ри^ 
вектора В, направленнымъ по разнымъ прямымъ и приложеннымъ къ 
двумъ точкамъ Ли В, неизм'Ьняемо связанныхъ съ точками прило- 
жешя данныхъ силъ. Если прямая АВ параллельна плоскости (тс), то 
равнодМствуюпця силъ (р) и (д) пересЬкаются и потому приводятся 
къ одной сил'Ь, которая есть равнод'Ьйствующая всЬхъ данныхъ силъ. 
Он* имЪютъ центръ О, къ которому можно приложить ихъ равнодей- 
ствующую. При вращеши системы точекъ приложешя всЬхъ силъ, 
неизменяемо связанныхъ , около прямой , проходящей чрезъ О и пер- 
пендикулярной къ плоскости (тс), данныя силы сохраняютъ ту же 
равнодействующую съ тою же точкою приложен1Я О. 

Данныя силы не им^ютъ ни одной равнодействующей и не име- 
ютъ центра О, когда прямая АВ не параллельна плоскости (тс). 
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Во всдконъ случае, . какъ для силъ , лежаощхъ въ одной плоско- 
сти, тавъ и для силъ параллельннхъ плоскости (тс), пряная АВ им^ 
етъ свойство, что при вращенш около нея системн точекъ приложешя 
данныхъ силъ, эти силы остаются эквивалентны двуиъ силаиъ, прило- 
женнымъ къ точкаиъ Ли В и неизи^Ьняющиися геометрически. По 
такому свойству, сходному съ центромъ силъ , параллельныхъ или ле- 
жащихъ въ одной плоскости, Миндингъ называетъ прямую АВ цен- 
тральною осью"^). 

Положен1е центральной лин1и относительно системы точекъ при- 
ложен1я силъ, независитъ отъ способа разложешя силъ на дв:Ь группы 
параллельныхъ силъ {р) и {ф, ' 

Легко доказать, что на прямой АВ находится центръ параллель- 
ныхъ силъ, представляемыхъ проекщями данныхъ силъ на прямыхъ, 
проведенныхъ чрезъ точки приложен1я этихъ силъ параллельно какой 
ни есть данной прямой {1)\ приэтомъ проектирующ1я плоскости могутъ 
быть ортогональный или наклонныя, параллельный какой ни есть 
плоскости. Въ самомъ д'Ьл^Ь эти новыя силы составлены изъ двухъ 
группъ: проекщй {р^ силъ {р) и проекц1й {ц^ силъ (д). Такъ какъ 
силы {р^ пропорщональны соотв^Ьтственнымъ силамъ (р), то он'Ь им'Ь- 
ютъ центръ въ {А)\ по той же причин* силы {^^ им*ютъ центръ въ 
{В)\ вм4ст4же дв* группы [р^)-^ {^^ составляютъ одну систему силъ 
параллельныхъ (2), центръ которой долженъ находиться на одной 
прямой съ центрами составляющихъ группъ, т. е. на прямой АВ. 

Если возьмемъ для (?) главный векторъ -В,тополучимъдляцеатра 
разсматриваемой системы параллельныхъ силъ точку, называемую цен-- 
тральною на центральной лиши, (Сеп1ха1рипк1; йег Сеп1;га1Ип1е)**). 

85, Вообще всякая система силъ 2^, ^Р, . . . , приложенныхъ къ 
неизменяемой систем* точекъ, въ томъ случа* когда ихъ главный 
векторъ Е не равеяъ нулю, можетъ оыть различнымъ образомъ при- 
ведена къ тремъ силамъ такъ, что, при всякомъ перем*щен1и системы 
точекъ приложешя данныхъ силъ, эти три силы неизм*няются геоме- 



'^) Мёб1усъ называетъ эту прямую центральною лиигею, 
♦*) ЬеЬгЬисЬ <1ег 8Ш1к. I ТЬеП. з. 282 
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три^ески, а точки ихъ 11риложен1д сохраняю'1'ъ свое положеше отно- 
сительно точекъ 11риложёН1я данаыхъ силъ. Для этого раэложикъ 
главный векторъ В на три слагаемыя Р, ^^ В, направленныя по ре- 
брамъ какого нибудь трехграннаго угла , и каждую изъ данныхъ силъ 
^Р', Р', ... на три силы, параллельныя этимъ ребрамъ; отъ того обра- 
зумится три системы параллельныхъ силъ: (р)^ {^), (з), которыя им'Ьютъ 
равнод'Ьйствующ1я, равныя геометрически: Р, ^^ 8, и центры въ н-Ь- 
н-Ькорыхъ точкахъ А, В, С. Приложивъ эти равнод'Ьйствующ1Я къ 
соотв4тственнымъ центрамъ, мы будемъ им-бть три силы Р\ ^у В, 
неизменяющаяся геометрически и сохраняющ1я точки приложен1я А, 
Ву С, неизм'Ьняемо связанныя съ точками приложешя данныхъ силъ, 
когда посл4дн1я точки получаютъ какое либо перем-Ьщеше. 

Когда точки А, В, (7 не лежатъ на одной прямой, тогда чрезъ 
нихъ можно провести определенную плоскость, неизменяемо связанную 
съ точками приложешя силъ. Такая плоскость называется централь- 
мом)^оложен1е ея не зависитъ отъ способа разложен1я главнаго век- 
тора В на слагаемыя Р, ^^ 5, потому что въ ней находится центръ 
системы параллельныхъ силъ, представленныхъ проекщями данныхъ 
силъ на прямыхъ, проведенныхъ чрезъ точки' приложешя параллельно 
всякой данной прямой *). Въ самомъ д^л* : такая система параллель- 
ныхъ силъ, которую означимъ черезъ (О, состоитъ изъ трехъ системъ: 
{Рх)^ (Я.х'п {^\)у составленныхъ изъ проекц1й силъ каждой изъ трехъ 
системъ параллельныхъ силъ {р\ (з), (5). Такъ какъ силы системы 
{рд пропорщональны силамъ системы (^р), то А есть центръ силъ {р^\ 
по той же причин* В есть центръ силъ {^^ и С — центръ силъ (5^); 
сл-Ьд. центръ системы {I), сложной изъ систелъ (р^), (д^х), С^^) долженъ 
находиться въ одной плоскости съ точками А /В, С. 

Если точки А, В, С лежатъ на. одной прямой , то на этой пря- 
мей будетъ й центръ системы (I). Въ такомъ случа* прямая АВ есть 
центральная лишя. Если же три точки А^ В, С совпадаютъ въ одну 
О, то въ этой же точк* будетъ и центръ системы (?). 



*) При этоиъ проектирую1Ц1я плоскости могутъ быть параллельны всякой 
данной плоскости. ^^ , 

' -^/^ ——г- I 



*^ ^) Аг'укл^ ^'илл/лл рм ^н #>( , ^^^^ ^^ 



I 
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Внвбдемъ уравнеше центральной плоскости, полагая, что тонки 
Л^ В^ С суть центры трехъ сястенъ силъ: 

полученннхъ отъ разложешя данныхъ силъ Р, Р^,. , . по пряннмъ, 
параллельнниъ координатныиъ оеяиъ Огг, Оу, О^ег, къ которниъ отне- 
сены точки приложешя силъ, и что даны координаты етихъ точекъ: 

РавнодМствуюпця трехъ разсматриваеныхъ систенъ параллель- 
ныхъ силъ выражаются сумнами: 2Х, 2 Г, 22 и изображаются пря- 
иыни, параллельными ослмъ Ох, Оу, От. 

Составивъ девять суммъ 



2хХ'. 
2уХ 
2^Х = 



а,„ 2хТ: 



а 



125 



2x2 ^^ 
«22, 2у2- 



а, 



ЧВ 



а, 



'23 



а, 






и означивъ чрезъ (а„ а^, ад), (Рр рд, Рз), (ъ, Тг. Те) координаты 
точекъ -4, В, С мы, по формуламъ (5) § 74 главы V, найдемъ, что 



►и 



04 — 2Х' *2 — 



«21 ^ «81 



а, 



ЗХ' ^8 2Х 



8 = — ^^ 8 = -^* 8 = ~ 



2Г 



28 



1? 

зг 



(7) 



Поел* ТОГО, означая чрезъ ж, у, я координаты какой нибудь точки 
на плоскости, проходящей чрезъ точки -4,5, С, мы получимъ ур.этой 

ПЛОСКОСТИ подъ видомъ 

1, 1, 1, 1, 

у, «2» Ра. Т2 

или 
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1, 


5Х, 


2Г, 2^ 


ж, 


<»1и 


«1» «18 


У, 


%. 


«»> «М 


«, 


«81» 


«32. «88 



= 



•.(9) 



Это уравнеше принадлежитъ опред^енной плоскости, которая есть 
центральная, когда кладапе опред'Ьлители, полученные отъ дифферен- 
цировашя первой части относительно элементовъ перваго столбца, не 
равны ви^Ьст'Ь нулю. 
Если же 

2Х, 5Г, 22 



^11> ^12? ^18 




%> ^2> ^28 


-0, 


^81 > ^82? % 





^21? ^2? ^1 



28 



^81> ^32? ^83 



= 0, 



2^^, 2Г, 22 




^11? ^12> ^18 


0, 


^81> ^82? ^88 





2Х, 2 Г, 22 



= и, а^!, 012, ^ 



18 



^21? ^22? %3 



= 0, 



ТО три точки А, В^ с находятся на одной пряной. Бели приэтоиъ 
Ау 5, С не совпадаютъ въ одну точку, то существуетъ центральная 
лишя АВ и уравнешя ея'могутъ быть представлены подъ видомъ 



1,2Г, 22 

У, «22> ^28 



^? ^82? ^33 



О, 



1 , 2Х, 22 

^, «11, «13 



^9 «819 «33 



= 0, 



Система силъ будетъ им-бть центръ, когда точки Ау Б, С совпа- 
даютъ въ одну (7, что выражается пропорц1ями: 

«11 • «12 ' «13 ^=== «21 ' «22 ' «23 ^^ «81 * «82 «33 ^^ ^^ ' ^^ ' ^^' 

Полученные выводы равно относятся къ прямоугольнымъ и косо 
угольнымъ осямъ Ох, Оу, 0&. 

86. Миндингъ нашелъ сл'Ьдующее замечательное свойство то- 
чекъ -4, В, С: 
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Произведете площади треугольника ЛВС на объемъ парал- 
лелепипеда^ посшроеннаго на трехъ ребрахь^ представляющихд 
силы 2Х, 2 У, 22, перенесенныя еъ одну точку О, не зависятъ 
отъ положенгя этой точки и направленгя осей ОХу Оу^ Ог. 

Ддя доказательства этой теоремы разсиотринъ значен1е опреде- 
лителя 

^21 > ^22 > ^28 
^81> ^82> ^88 

полагая, что оси Оа?, Оу, Ог прямоугольны. 

Этотъ опред'Ьлитель по изв'Ьстному правилу умножешя определи- 
телей можетъ быть представленъ суммою произведешй определителей 
3-го порядка, состав ленныхъ изъ вс^хъ сочеташй по три столбца 
таблицы. 

Г т г" 

2,7!, г", 



на соответственные определители третьяго порядка, составленные 
такимъ же образомъ изъ столбцовъ таблицы 



у, у', у", ■ • • 

е, /, 0", .... 



что можно изобразить сокращенно такъ: 



У. 



т, г, Г" 
2, г', г" 



Я/, «С/ , Ои 



п 



• \у, /у, у 



г '9 



Определитель 
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X, X', X" 

г, г, Т" 
г, 2', г" 

внрахаетъ объенъ параллелепипеда, ребра котораго суть векторы 
вР, вР', вР" трехъ силъ Р, Р, Р", съ-ьили — *), а определитель 



X, я/, 


X 


у, у', 


у" 


0, /, 


/' 



о($ъемъ параллелепипеда, у котораго три ребра суть радхусы векторы, 
проведенные изъ начала О въ точки приложен1я Ж, М\ Ж" трехъ 
силъ 2^, Р^, Р^, также сб^ -4- или — . Означая первый объемъ чрезъ 
(2Г р'^ 2Р") и чрезъ 8 разстоянае точки О отъ плоскости ММ!Ж\ 
взятое съ и- или — , смотря потому будетъ ли произведете разсма- 
триваемыхъ опред'Ьлителей положительное или отрицательное, можно 
написать 

Л = 6 2(2^, Р\ Т''уММ'Ж'^Ь (10) 

Положимъ теперь, что каждая изъ данныхъ силъ разложена на 
три, параллельный ребрамъ какого нибудь трехграннаго угла. Отъ этого 
иы получимъ три системы параллельныхъ силъ (|?), (з), (в), им'Ьющ1я рав- 
нод'Ьйствующ1я Р, в, 5, приложенныя къ тремъ точкамъ -4', В', С', 
находящимся въ центральной плоскости (9). Означая соотв'Ьтственно 
чрезъ 

проекщи силъ Р, в, 5 на прямоугольныхъ осяхъ и чрезъ (а/, а^', Оз'), 

«*/? 1^2'? Рз'). (тЛ Т2'? Тз') координаты точекъ А, Б', (У мы будемъ 
им'Ьть: 



*) Знакъ опред'киителя опред']^ляется такъ: если наблюдатель вЖ^ снотря- 
шЦй на вЕ'^ им']^етъ вЕ" съ правой стороны , то должно взять -•-, а если съ 
л']&вой, то — . 
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««'Л-»-р2'в1-*-т/'^1=«21, Ч'Рг-^-^гЯг^Уг^г^^Чг^ <Ч'Л-^р2'в»-*-т/-5з=в« 

поатому опред'Ьлитель Л им'Ьетъ одинаковое значеше, какъ для дан- 
ной системы силъ, такъ и для трехъ силъ Р, ^^ 8, приложеннахъ къ 
точкамъ А\ В', С'\ сл-Ьд. 

^ = (Р, Я,8)АВ'С'В 

гдф В есть разстояше точки О отъ центральной плоскости (9). 
Сравнивая это значеше А съ (10), получииъ 

(Р, ^, 8)А'в'(Гв^:е{р, г, Р'умм'м"ь. 

Вторая часть этого уравнешя не зависитъ отъ направлен^ реберъ 
параллелепипеда (Р, ^у 8); слФд. и первая часть отъ нихъ незави- 
ситъ. А разд'Ьливъ ту или другую на 1), мы получинъ величину 
(Р9Я,8)-Л'В'(УуЕе зависящую, не только отъ направлешя реберъ па- 
раллелепипеда, но и отъ полр2ен1я точки О. Въ этоиъ результате 
заключается теорема Миндинга "*"). 

Для всякой точки О, взятой по центральной плоскости^ мы бу- 
демъ им4ть I) = О и сл-Ьд. 

2{Р, Р, Г'УМЖМ'^Ь = О, 

что можно разсматривать какъ уравнеше центральной плоскостм. 

87. Если начало координатъ О взято на центральной плоскостм 
и ось Ох по направлен1Ю главнаго вектора В, то мы будемъ имФть: 

2Х = Б, 2Г=0, 2^=0, 

«11 = ^У «21 = о, «81 = О, 

и уравнеше центральной плоскости приведется къ следующему: 



. *) Самъ Миндингъ доказываетъ ее другвмъ образонъ. (1оагоа1 топ А. 
СгеПе, В. 16). 
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^» "'зг» 88 



= (И) 



Въ разсиатриваемомъ случае центры двухъ систенъ паралдедь- 
ныхъ силъ: (Г, Г' . . .) и (^, ^',. . .) безконечно-удадвны отъ О; 
поэтому центральная плоскость должна быть параллельна плечаиъ 
двухъ парь, Бъ Боторнмъ приводятся эти дв^Ь систекы силъ. 

Но можно эти дв'Ь системы силъ заменить двумя другими систе- 
мами силъ, параллельныхъ осямъ Оу и 0^, шгЬющими центры въ 
центральной плоскости на конечномъ разстоянш отъ центральной 
точки О. 

Для этого приложимъ къ точкФ О по оси Оу дв^Ь прямо проти- 
воположный силы Щи — ^2' и по оси Ои! дв^ прямо противополож- 
ныя силы Ж' и — Ж^. Такое прибавлеше новыхъ силъ къ ц'Ьлой 
систем^Ь данныхъ силъ, очевидно неизм'Ьняетъ ея дМств1е, при вся- 
комъ положен1и системы точекъ приложен1Я, и даетъ возможность 
привести всю систему силъ къ тремъ силамъ, приложеннымъ къ точ- 
камъ, неизменяемо связаннымъ съ точками приложешя всЬхъ даннщъ 
сидъ, а именно: 1)късил'Ь В — 1^ — Д^, приложенной къ точк* О, 
2) къ равнодМствующей параллельныхъ шлъ: У^ Т\. . .Б^, прило- 
женной къ центру этихъ силъ, и 3) къ равнодМствующей параллель- 
ныхъ силъ: 2, 2\. . . Ж\ приложенной къ ихъ центру; приэтомъ 
вторая сила по величине равна сил'Ь И^, потому что 2У= О, а 
третья равна -В", потому что 22=0. 

Точки приложешя А я В этихъ двухъ^ силъ, т. е. центры двухъ 
системъ разсматриваемыхъ параллельныхъ силъ, какъ легко вид'Ьть, 
находятся въ центральной плоскости. 

Въ еамомъ д^лЪ, координаты точки А суть: 



а координаты В: 

Г1 Д//7 ^2 ^П ГЯ 5?>> 
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какъ т*, такъ и друпя удовлетворяютъ уравнешю центральной плос- 
кости (11). 

Сл-Ьд. положенхе центральной плоскости можетъ быть опредйдено 
помощш трехъ точекъ: О, А, В. 

Миндингъ показалъ, что можно взлть направлешя осей Ор и 
00 такъ, что прямыя ОА и ОВ будутъ взаимно-перпендикулярны. 

Для доказательства этого предложен1я, положимъ, что оси Ох, 
Оу, 00 прямоугольныя и что он* переменяются на друпя так1я же 
Ох, Оу^, О0{, причемъ <.у^0у=^(1. Пусть будутъ А^ ъВ^ поло- 
жешя точекъ А л В, соотв^тствуюпця осямъ Оу^ и О^^, — т. е. А^ 
центръ силъ 

У сов (1-^2 8Ш а, У С08 а -н 2^ 81П а, . . . 
параллельныхъ оси Оу^, а В^ центръ силъ 

— У 81П а-^Е С08 а, — У 81П а ч- 2' сое а, . . . 

параллельныхъ оси Ог^. По общимъ формуламъ для координатъ центра 
параллельныхъ силъ, мы найдемъ, что координаты точки А относи- 
тельно осей Ох, Оу, 00 суть: 






а 



22 



Б" ^3 



а« = 



а' 



82 



Е 



гд4 



^12 "^ ^12 ^^^ ^ "^ ^18 ®^^ ^ 



а 



22 



аоо С08 а -•- йао 8т а 



^22 



28 



«32 == «32 ^^^ * "•" % ^^^ * 



(12) 



а координаты точки В, 



Г1 — ДМ Нз — Д" » ГЗ Д" > 



гд4 



«18 = 



а^2 8Ш а -ч- а^з ^^^ 



Лйо = — а«о 8Ш а 



аоо С08 а 



1 



«^23 «*22 °-»" ^*' ^'^ **28 '^ ^ 

«зз' = — 6^82 ^^'^ ^ "^ ^38 ^^ * I 



(13) 
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Уелов1е, что уголь Л^ОВ^ долженъ быть прямой, выражается 
уравнешемъ 

^12 ^18 ""*~ ^*22 ^*23 "*" ^32 "ЗЗ ^? 



кото'рое, всл4дств1е формулъ (1 2) и (13), приводится къ следующему: 

которое даетъ для % 2а всегда возможное значеше , определяющее 
два значешя для а, разность которыхъ равна 90°, поэтому въ плос- 
кости, перпендикулярной къ главному вектору Е и проведенной чрезъ 
центральную точку О, всегда есть дв* прямыя, и только дв*, такого 
свойства, что, если по нимъ будутъ направлены оси Оу^ и О^и^, то 
уголъ А^ОВ^ будетъ прямой. Зам^тимь, что направлен1е этихъ пря- 
мыхъ не зависитъ отъ величинъ силъ И и В!\ 

Плоскости, проведенныя чрезъ эти прямыя и главный векторъ ^2, 
названы Миндингомъ средними плоскостями (М11;1;е1еЪепеп). 

Полагая ]В' = 1 и Л?" = 1 , мы будемъ им^ть : 

*1 ^^ ^1а> ^ ^^^ ^22? ^ =^^ ^32 

Г1 = ^13? Г2 = ^23' Рз ^^ ^88> 
^1 = ^12 9 ^2 = ^22 ? ^8 = ^82 
?! = ^18 ? ^2 ^^ ^23 > Рз ^^ ^33 • 

Выведя величины 81п а и соз а изъ ур. (12), мы получимъ 
уравнеше 

(«82 V — «аг^згТ -+" (^«22' «23^32')^ = («32«22 — «23«88)^ 

покй,зывающее , что координаты точки А^ удовлетворяютъ уравнешю 
дллиптическаго цилиндра 

(<3^32</ — V)'' ^ («382/ — «28^)^ = («33«22 " «23«3з)^ ' ' ЛЩ 

сл'Ьд. точка А^ находится на эллипс*, по которому этотъ цилиндръ 
пересЬкается съ центральною плоскостью (И). Этому же ур. удовле- 
творяютъ и координаты точекъ -4, В, В{, сл'Ьд. вс4 четыре точки 

25 
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А^ Б, Лр В^ находятся на одномъ эллипс*, им4ющемъ центръ въ 
точк* О; притомъ легко видеть, что прямыя О А и ОВ суть сопря- 
женные Д1аметры этого эллипса, а ОА^ и ОВ^ — его главные 
Д1аметры. 

88, Чтобы изслйдовать друг1я свойства силъ, неизменяющихся 
геометрически и приложенныхъ къ неизм-Ьняемой систем^Ь точекъ, р1^- 
шимъ сл^дующае два главные вопроса: 

1) Определить главный моментъ силъ поел* какого либо перем*- 
щен1я системы точекъ приложен1я, которую, для простоты выражешя, 
будемъ называть просто — т-Ьломъ. 

2) Найти для т-Ьла такое перем-Ьщеше , поел* котораго главный 
моментръ удовлетворялъ бы даннымъ услов1ямъ. 

Здесь н4тъ речи о главномъ векторе Д, потому что онъ неизме- 
няется геометрически при всякомъ перемещеши тела. Также неизме- 
нится геометрически и главный моментъ К^ соответствующхй какому 
либо началу О, когда тело получаетъ поступательное перемещеше и 
начало О остается съ нимъ неизменяемо связаннымъ; поэтому главный 
моментъ К можетъ только измениться отъ перемещешя вращатель- 
наго или перемещен1я сложнаго изъ поступательнаго и вращательнаго. 
Но такъ какъ поступательное перемещеше не изменяетъ Я, то до- 
статочно разсматривать вращательный перемещешя около начала 
моментовъ О. 

89, Пусть будутъ (ж, у, х\ {х\ у\ /), .... координаты точекъ 
приложен1я силъ - относительно прямоугольныхъ осей Ох^ Оу^ 0^, 
(X, Г, г), (X', Т, г\ . . . проекщи силъ Р, Р, ... ж Ц М, N 
— проекщи главнаго момента К на этихъ осяхъ. 

По формуламъ § 65 мы будемъ иметь 

Ь = Щг—2У), М=Щ^Х — хг), К==2{х7—уХ)ЦЩ 

Определимъ приращешя этихъ величииъ, происходящ1я отъ какого 
либо вращательнаго конечнаго цервмещен1я тела около точки О. 

Всякое такое перемещеше, какъ было доказано въ§168и170 
Кинематике, можетъ быть произведено вращешемъ тела около неко- 



« 
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торой оси о А на некоторый уголь (р. Полохеше этой оси и велитана 
угловато перем^щешя ср оаред'Ьляются помощш трехъ величинъ X, |>., 

V, представляющихъ проекщи на осахъ Ох, Оу, Ог длины 0Л=^§^ 

= О, отложенной извйстнынь образомъ на оси переи'Ьщвшя. 

Полагая, что оси Ох, Оу, Ог остаются неподвижны въ про- 
странстве, а координаты х, у, г получаютъ посл'Ь перевгЁщета т^ла 
приращешя Ля;, Ау, Д^, можно выразить эти приращешя въ фунЕЩИ 
координаты X, у, г помощ1ю фориулъ (8) § 171 БинеиатиЕИ, а 
именно: 



Д« = А [— (I»-' -ь ^> -*- ('Ч*- — % -»- (^^ ■+- ]}.)&\ 
ДУ = 1 [О^Н- -ь V)а; - (Х2 -+- V^)«/ н- (р - Х>] 
Д^ = I [(XV - ^)х н- (1I.V -н Х)^ - (Х^ -н р.^)г] 



.(16) 



гд4 



А = 



1, ^, {ь 
-V, 1,Х 

— I»., —X, 1 



= 1-4-Х 



2 



.8^-V»=:1ч-0'^= 8ес|. 



Величины Ь, М, N получать приращешя: 

дь = ^2.г^у — 2ГДг 

ДМ=2ХДг — 2-гДа; 
Д2У=2ГДж — 2ХД|/, 

Еоторыя помощ1ю форнуль (1 6) выразятся сл'Ьдующииь образонь: 



ДЬ = 



^м 



^N=^Цу\ 



|[(Хц. -н ^)-2.хг— (Х2 -*- ^^)2.у2-*- (р — Х)2«^ 
(XV — ^)2хУ— (р н- Х)22^Г -н (Х2 -н ц»)2^Г] 
: |[(р -н Х)2у2 — (11^ -ь Х^2гХ -+- (VX — ^)2.хХ 
(цХ — V)2«/2^ — .(VX -л- ^)2,гг -н (^д.^ -+- у*)2ж^] 
^^ ^,„. ^- 11)2гГ— (V* -+- ^^)^хТ ■+- (XII — V)2у^ 
(VIII — Х)2гХ — (Хуь -+- V)2жX -н (V2 -*- Х'')22/Х] 

26* 



...(17) 
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Принлвъ обозначешя (6) и положивъ для соЕращешя 



мы будемъ им^^ть 



^11 "+~ ^22 ""*" ^83 



а*) 



Ь = «23 — «32? ЛГ == а., — а,«, N^=^а 



"81 **18? 

2 ..2) 



12 ^21 



АЬ = Й- ДХ* н- И-*) -ь а,з(||.' - V') н- а,з(Хи. -«- V) 

— а„(Ху — I».) -+- («33 — «ггМ^ -*" («и — «М 
ДЖ-= }- Ж(н.^ -н V») н- а,1(V' - X*) •+• а,1(р н- X) 

— «м(и-Х — V) -I- (а„ — азз)VX -н («и — а)Н-] 
Д2\^ = ?[- 2^(у» -+- Х^) ч- а,,(Х^ - 11") -н ««аС^Х -н и-) 

— «81^1^ — X) -Ь («22 — Яп)Хи. -+- («38 — «>]• 

Подохивъ еще для еоБращен1я 



....(18) 



«цХ 



«121^ 



«13^ 



= а 
-^- «мИ- -^ «23V = Р 



(19) 



«8,Х 



«82!«- 



«88^ 






(20) 



легБО привести ур. (1 7) къ виду 



2 Д1г = а -н 11.7 — Vр — Х(8 -+- а) 

I ДЖ= р ч- уа — Х-у — 1«.(8 -4- а) 

^Д2^ = у-4-Хр — |1.а — у(8н-а) 



(21) 



Эти уравнешя послужатъ намъ основашемъ для р4шетя выше- 
приведенннхъ вопросовъ. 

90. Р'Ьпшмъ первый вопросъ опредтьлить иавиый моментъ 
силг послкь перемгьщенгя тгьла. 



*) Доликно заметить, что а = 2(Хж -♦- Гу -*- 2е) есть потенц1адъ разсяа- 
триваемыхъ силъ; приченъ X, У, 2, X',.. разсматриваются какъ постоянныя 
величины. * 



— 381 — 

Зная первоначальное положеше т^а и силъ можно вычислить 
величины (6); потомъ, зная перемФщеше тЪла, мы будемъ им:Ьть ве- 
личины X, [Л, V, Л; поел* того, помощш формулъ (19) и (20), мы 
БбАйдемъ вспомогательныя величины а, ^, 7» ^? ^ наконецъ изъ урав. 
(21) выведемъ величины АЬ, АЖ, А^, который послужатъ для 
опред-блетя проекщй 

Ь н- АД Мчг^ АМ, ^У-н А^V 
новаго главнаго момента 



на оеяхъ координатъ. 

Вспомогательный величины а, ^, у, § им'Ьютъ замечательное ге- 
ометрическое значеше, которымъ можно воспользоваться для постро- 
ешя новаго главнаго момента Ш. 

Такъ какъ ^, ^, ^ суть косинусы угловъ, составляемыхъ осью 

перем'Ьщешя О А съ осями координатъ, то 

есть проекщя на этой оси силы 1Е\ поэтому, если каждая изъ данныхъ 
силъ будетъ разложена на силу параллельную оси О А и на силу къ 
яей перпендикулярную, то 

ш о» о- • • • (22) 

суть моменты относительно плоскостей уОг^ тОх^ хОу системы па- 
раллельныхъ силъ, составленной изъ первыхъ слагаемыхъ. 
Когда сумма 

^ 2(ХХ -4- [1Г-Н V^) = В С08 (Дй) 

не равна нулю, тогда эта система силъ им^отъ центръ, и, означая его 
координаты чрезъ а', ^', у'? мы будемъ им4ть: 

а = а! В С08 (ЛО) 

р = р'Л С08 (ЛО) 

7 = Т'^г С08 {ВЩ 
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Въ случа* Е С08 (БО) = О разсматриваемая система силъ , парал- 
лельннхъ прямой О, приводится или къ одной пар*]^ или уравнов*]^ 
шивается, тогда она не им^отъ центра. 

Въ томъ и другомъ случае можно разсматривать величины (22) 

какъ проекщи на осяхъ координатъ некоторой длины к, поэтому 

'« 

а = Ш со8 (кх), р = Ш С08 (%), 7 = О^ С08 (к^) . . . (23) 

суть проекщи на осяхъ Ох^ Оу, 0^ длины к \щ |, отложенной по 

направлен1ю к. 

Если въ случае существовашя центра (а', р', -у') силъ параллель- 
ныхъ оси О, мы означимъ чрезъ 9 рэдусъ векторъ, проведенный въ 
эту точку изъ начала О, то будемъ им-Ьтб 

ОЛ = рД со8 (ДО); 

притомъ ^ и 9 направлены по одной прямой въ одну сторону, когда 
В, со8 (ДО) > о и противоположно когда В со8 {ВО) < 0. 
Определители 

представляютъ проекщи на осяхъ координатъ Ох^ Оу^ Ог главнаго 
дшейнаго момента разсматриваемой системы параллельныхъ силъ; 
сл-Ьд. если означимъ этотъ моментъ, чрезъ 1^ то будемъ имйть : 

{1р — ур = Шсо8(гж)| 

Vа — XV = Ог С08 (^г/) [ (24) 

Хр — [1а= О? С08 (?<8?) ) 

Формула (20), которую можно представить подъ видомъ 

8 = ОК: С08 {Ш) 

ь 
показызаетъ, что ^ есть проекщя первоначальнаго главнаго момента 

К на оси перем4щетя О. Помноживъ эту проекщю на \% |, мы по- 
лучимъ величину 8. 
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Означая чрезъ т длину равную Ь-^а, отложенную на оси О А 
въ сторону противоположную той 5 куда направлено О , будемъ им-Ьтб 

— Х(8 ч- а) = Ит со8 (тх) | 

— 1л(8ч-а) = От со8 (ту)\ (25) 

— V(8 -ь а) = ^т сов (т^) | 

Наконецъ изъуравнешй (23), (24), (25) и (21) выводимъ 

АЬ = 8111 I [к С08 (кх) -Ь I С08 (^л:) -Н Ш С08 (т^)] 
Д ЛГ = 8111 I [й С08 {ку) -Н ? С08 (/у) Н- Ш СОВ (Ш.^)] 
Д^= 8111 I [А С08 (Л;^) -*- ^ сов (1-2^) -4- Ш СОВ (Ш-^)]. 

Эти формулы показываютъ, что АЬ, ДЖ, ДЛ^ суть проекщи на осяхъ 
координатъ длины, которая равна геометрической сумм* й ч- / -н т, 

умноженной *на 81п|, безъ перем-Ьны направлешя. СлЬд. для постро- 

еюя геометрической разности К^ — К, надобно помощ1Ю данныхъ 
величинъ а^,^ и X, [д., V найти длины к, I, т л геометрическую ихъ 
сумму Лн-?-ьт; потомъ, неизм'Ьняя направлен1я, уменьшить эту 

сумму въ отношвн1и 81П 1 : 1 . Приложивъ геометрически къ получен- 
ной такимъ образомъ длин* К^ — К первоначальный главный моментъ 
К, мы получимъ Н0ВЫ1Й главный моментъ К\ 

9 1 • Р4шимъ теперь вопросъ обратный : 

Опредгьлить такое перемтьщенге, послть котораго главный мо- 
ментъ силъ становится геометрически равнымъ данной длингь ТГ, 

По изв'Ьстнымъ длинамъ Кт К^ опред^лимъ проекц1и ихъ раз- 
ности К^ — К на осяхъ координатъ, т. е. ДХ, ДЖ, Д^; посл-Ь того 
остается р-Ьшить уравнен1я (20) и (21) относительно неизв-Ьстныхъ 
)., [х, V, служащихъ къ опред4лешю оси перем*щен1я О А и угловаго 
перем'Ьщешя ф. 

Можно разсматривать неизвЬстныя X, \к, V какъ координаты отно- 
сительно осей Ох, Оу, Оз конца А длины Щ^ |, отложенной на оси 
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ОА. Такъ какъ эти неизв^Ьстння должны удовлетворять тремъ урав- 
нешяиъ второй степени (21), то Л есть одна изъ точевъ, общихъ 
тремъ поверхностянъ 2-го порядка, воторыиъ принадлежатъ эти урав- 
нешя; сл'Ьд. предложенный вопросъ ии'Ьетъ столько рЪшешй, сколько 
эти поверхности им'Ьютъ общихъ вещественныхъ точекъ. 

Поверхности (21) иогутъ быть заи'Ьнены тремя другими, простМ- 
шими, которыя съ ними им']^ютъ тЬ же обнця точки А. Уравнешя 
этихъ новыхъ поверхностей можно получить сл'Ьдующимъ образомъ: 

Исключивъ изъ ур. (21) величины ^ и у, получимъ 

а— Х(8-»-а)— ^[(1н-Х')ДГ -+-(X|Д.-ЬV)ДЖ-♦.(XV — II.) АЩ=0 

и положивъ . 

8 -н а -ь ШЬ ч- 11.ДЖ"-*- VД2^) = 5. . (26) 

будемъ им-бть 

а -Х5 — ^(Д^-нVД^И'— 11.Д^У) = (27) 

Также найдемъ уравнешя: 

р — (лв- |(ДЛГ^ХД-г^— уДЬ) = (28) 

у_У5 — ^(Д2^^||.Д2: — ХДЛГ) = (29) 

Вспомогательная величина 8, находящаяся въ этихъ уравнешяхъ, 
можетъ быть, П0М0Щ1Ю формулы (20), представлена подъ видомъ 

8 = а -4- (2: -ь I Д^)Х -н (Ж н- ^ Д Ж)11. -н (2^ -ч- ^ Д2У^)у . . . (30) 

Это выражеше также какъ и а, ^, у есть линейное относительно 
неизв'Ьстныхъ X, ^, у; поэтому (27), (28) и (29) суть уравнешя 2-й 
степени относительно этихъ неизв'Ьстныхъ; сл4д. он4 принадлежать 
тремъ поверхностямъ 2-го порядка, которыя, камъ легко видеть, 
суть линейчатые параболоиды, произведенные движешемъ трехъ пря- 
мыхъ, которыя остаются параллельными одной плоскости, перпенди- 
кулярной къ прямой, проведенной изъ О въ средину прямой, соединя- 
юшей концы моментовъ Кж Ш. 



й 
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Въ самомъ д'Ьл'Ь, уравненхе (30) при иостоянномъ ^ принадле- 
жить плоскости, перпендикулярной къ этой пряной, а ур. (27) дру- 
гой плоскости; слФд. оба уравнешя вм^Ьст:Ь принадлежать прямой, 
каторая, съ изм'Ьнен1емъ $, изм'Ьняя положеше, остается параллельною 
плоскости . 

(Х-+-^А1.)Х-4-(ЛГн- ^ДЖ)11.-^(Л^ч- 1Д^V)V = 0. . .(31) 

сл'Ьд. описываетъ косую линейчатую поверхность, которая ии'Ьетъ 
уравнеше 2-й степени, полученное отъ исключетя 5 изъ ур. (27) и 
(30). — Тоже заключете относится и къ ур. (28) и (29). 

Подставивъ въ ур. (27), (28), и (29) вийсто а, р, -у ихъ выра- 
жешя (19), мы получимъ уравнешя: 



...(32) 



(«и - 5))^ ^ («12 -ь 1ДЛ01^ н- (а,з - .^ ДЖ)у = I ДХ 
(а,, - ^^N)^ н- {а^ — 5)1*. -н {а,, -ь |Д^)у = | ДЖ 

(аз1-»-^Д^ЮХ-*-(аз2 — 1ДХ)||.н-(азз-ф = |Д2^^ 

Остается р-Ьшить уравнешя (30) и (32) относительно 5, X, р-, V. 

Для большей симиетр1н въ формулахъ и для изб^ан1я неопредФ- 
ленныхъ выражешй вида ^ и ^, введемъ вместо координатъ X, (л, V 
однородння: и^, щ, и^у и^у положивъ 



«4' ~ «4 «4 

ОТЪ ЭТОГО уравнеша (30) и (32) приведутся къ сл^дуюпщнъ: 
(Ь-+-»Д1,)«,-|-(Ж-+-|ДЖ>2-*-(^^-ь4А2^)м8-ь(а-8)м4=0 
(а,1— в)м1-н(а„-ь^Д2\0«8-*-(«18 — 1^М)и^—^М^-и^=0 
(«21 — ^Д■2V)М1 -»- («8, — 8)и^ ■+■ (а,8 -н ^ Д1')г*8 — ^Д-^- «4=0 
(а^ ■+ ^^М)и, -4- (0,2 — ^ М)и^ -*- (а^ - 8)и^— \^Ы- и^=а 
ИсключЕгвъ отсюда и^, и^, щ, и^, мы получииъ уравнеше съ одною 



..(33) 



неизвестною 5, 
гд4 



5=0 



(34) 
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5 = 



^ч-^^^,М^^-^^М,N-^-\^N,а — 8 



й,, 8, а,2 



^дж 



% — ^Д^^, а^ — 8, а^ ч- \М, - 

Это уравнвн1е, будучи 4:-й степени относительно 5, можетъ дать 
для этой неизв^^стной не бол'Ье четырехъ вещественныхъ значешй. 
Найдя эти эначешя и подставивъ одно изъ нихъ въ уравнеше (32), 
мы будемъ имФть три линейныя однородныя уравнен1я относительно 
^1) Щу ^3' ^4- Всякая система значешй этихъ неизв'Ьстныхъ даетъ 
величины : 






»2 



служащзя для опрбд^^лен1я искомаго перем'Ьщешя. Означая вообще 
чрезъ 5^^ младшхй определитель относительно 8', происходяпцй отъ 
дифференцировашя /8^ по элементу, находящемуся въ строк'Ь м'Ьста к 
и въ столбце М'Ьста г, мы будемъ им-бть 

и, если не всЬ определители 8^, равны нулю, то получимъ определен- 
ный значешя 

V _ % ,, & ^ & 

помопцю которыхъ определится положенхе точки А, а след. положе- 
ше оси О А и угловое перемещен1е ф. 

Для вещественной величины 5, выведенной изъ ур. 8 = 0, ура- 
внетя (33) принадлежатъ четыремъ плоскостямъ, имеющимъ общую 
точку (к,, щ, щ, и^). Если случится, что 5;^, = О, 8д^=0, 8^з=^' 
8)^4 =? О, то эти плоскости пересекаются по одной прямой или совпа- 
дают въ одну плоскость, 

Въ первомъ изъ этихъ двухъ случаевъ существуетъ безчисленное 
множество осей ОА^ который лежатъ въ одной плоскости, проходящей 
чрезъ О и пересечейе плоскостей (33), и каждой оси отвечаетъ 
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опред'Ьленное угловое перем4щен1в ф, определяемое по радхусу векто- 
ру ОА = % |, проведенному изъ О въ точку пересЬчеюя соотв-Ьт- 

ствевной оси съ иерес'Ьчен1емъ плоскостей (33). 

Когда ВС* четыре плоскости (33) проходятъ чрезъ начало О и 
пересекаются по одной прямой тогда эта прямая есть ось пере№Ьще- 
Н1Я, а угловое перем-Ьщенхе будетъ произвольно; потому всякая длина 

ОАу на ней отложенная можетъ быть взята за 1^ |. Когда плоскости 

(33) совпадаютъ въ одну (Р), непроходящую чрезъ начало О, тогда 
всякая прямая, проведенная чрезъ начало О, можетъ быть взята за 
ось пврем4щешя, а угловое перем4щеше определится точкою перес*- 
чвН1я этой прямой съ плоскостью (Р). Если же плоскость (Р) прохо- 
дитъ чрезъ О, то всякая прямая, проведенная въ этой плоскости чрезъ 
О, можетъ быть взята за ось перемещен1я при всякомъ угловомъ пе- 
рем^щеши. Разсмотримъ наиболее замечательные частные случаи. 

92. Пусть ДЬ = О, ДЖ"=0, ДЛ7^ = 0. Это значитъ, что тре- 
буется найти перемещен1е, неизменяющее главнаго момента К. Такъ 
какъ главный векторъ В также отъ этого не изменится, то после 
переиещешя, силы должны представлять систему эквивалентную пер- 
воначальной системе силъ; поэтому можно назвать ось искомаго пере- 
мещев1я — осью эквивалентности. 

Въ разсматриваемомъ случае ур. (33) и (34) приводятся къ сле- 
дующимъ: 

Ьи^ -*- Мщ -ь Кщ -н (а — зуи^ = (35) 

(а^, — 8)щ ^ а^з^з н- а^^щ = О | 

%«*1-*-(^22 — в)Щ'^^2^Щ — 0\ (36) 

«31«<1 ■+- «32^2 "Ь («38 " «К =- ^ 

{а-8)8,, = (37) 



где 



5^11 = 



14 



«11 ^? «12' «13 

«21? «22 ^? «28 



«ЗП «88? «38 ^ 



(38) 
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Уравнеше (37) будетъ удовлетворено если полохвиъ в = а, что 
даетъ 8 = О и 



(о„ — а)», -н а,2«2 

«21«1 -+■ («22 — «К 



«13«8 = О 
«28«*8 = О 



«зг^Г-*- ''згМг "»- («зз — «)"з = ^ 



(39) 



Чтобы эти уравнен1я могли быть удовлетворены величинами щ, щ^ 
Мд, которыя вмйст* не равны нулю, надобно, чтобы определитель 



А = 



^11 ^? ^12) ^18 

%1> ^22 ^? ^23 



^31' ^32 > ^88 ^ 



былъ равенъ нулю, т. е. чтобы 8 = а былъ корнемъ ур. ^^^ = 0; 
поэтому р'Ьшен1е разсматриваемаго вопроса зависитъ только отъ кор- 
ней этого уравнешя. А такъ какъ это уравнеше, будучи третьей сте- 
пени, имЪетъ по крайней м'Ьр'Ь одинъ вещественный корень, то р'Ьше- 
ше вопроса всегда возможно. 

Подставивъ вместо 5 въ ур. (36) одинъ изъ вещественныхъ кор- 
ней ур. 5^^ = О, мы будемъ им^ть уравнешя трехъ плоскостей, про- 
ходящихъ чрезъ начало О и пересекающихся по одной прямой, ш 
совпадающихъ въ одну плоскость (Р). Въ первомъ с луча* пересЬче- 
ше плоскостей есть искомая ось эквивалентности. Если $ не равна а, 
то плоскость (35) не проходитъ чрезъ начало О, и разсматриваекая 
ось встрФчаетъ ее въ некоторой точк* А. По рад1усу вектору этой 
точки ОА = 1;^ I мы опред-Ьлимъ угловое перем^щеше <р- Совпаде- 
ше плоскостей (35) въ одну (Р) случится, когда младш1в определи- 
тели втораго порядка, происходящхе отъ дифференцировашя онрец'Ь- 
лителя 514 °^ элементамъ какой либо строки, обращаются въ нуль- 
Въ этомъ случа* всякая прямая, проведенная въ плоскости (Р) чрез* 
О, будетъ осью эквивалентности, и если 8 не равна а, то плоскость 
(35) не проходитъ чрезъ начало О и разсматриваемая ось встр^^чаегь 
эту плоскость въ некоторой точкФ и4, по радхусу вектору которой 
ОА = *& I определится угловое перем4щеше. 
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Разсмотримъ частный случай 8 = а. Тогда у р. (35) беретъ видъ 

Ьщ'^Ми^'^т^ = (40) 

и принадлежитъ плоскости, проходящей чрезъ О. Такъ какъ опред'Ь- 
литель А равенъ нулю, то ур. (39) удовлетворяются величинами и^, 
и^, щ, которыя ви'Ьст^ не равны нулю. Означая вообще чрезъ А^^^ 
производную опред'Ьлителя А относительно элемента строки к и столб- 
ца г, мы будемъ им1ть 

«1 :«2'«з = л» '^в^ Лз (*1) 

и уравнеше (40) требуетъ услов1я 

I А^,1 -+- А^М -^- А^,К = О (42) 

I 

: при каждомъ изъ значковъ к=1, 2, 3. 

Если это условхе не удовлетворено, то ур. (39) и (40) могутъ 
быть удовлетворены только величинами и^ = Оу и^ = О, ^^з =" ^ ^^ 
I и^ произвольнымъ; это даетъ X =0, 1*. = 0, 7 = 0, что не соотв-Ьт- 
I ствуетъ ни какому перем'Ьщетю. 

Если же определители А^^^ не равны вс* вм4ст4 нулю и удовле- 
творяютъ условш (42), то ур. (39) и (40) принадлежать четыремъ 
плоскостямъ, пересекающимся по прямой (41). Эта прямая есть ось 
эквивалентности. А такъ какъ положеше на ней точки А, опред'Ьля- 

ющей длину 0А = {§^ произвольно , то и угловое перем'Ьщеше <р 

произвольно. Это значитъ, что при непрерывномъ вращенш тгьла 
около прямой (41), въ ту или другую сторону главный моментъ 
силъ неизмп»няется. 

По услов1Ю (42) главный моментъ К перпендикуляренъ къ пря- 
мой (42); поэтому можно въ двухъ какихъ нибудь точкахъ этой пря- 
мой приложить дв'Ь силы Ре ^, удовлетворяющ1я услов]ямъ 



Тшя двЪ силы будутъ эквивалентны данной «истем'Ь силъ во все 
время вращешя т4Ьла около прямой (41). 
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Если точки ириложешя еилъ Р и ^ укреплены неподвижно, то 
эти силы вызываютъ сопротивлетя — Р и — ^, съ которыми он* 
уравнов-Ьшиваются, а если силы Р и ^ будутъ зам-Ьнены данными си- 
лами, то посл'Ьдн1Я будутъ въ равнов-Ьсш съ т4ми же сопротивлешямя 
во все время вращешя т-Ьла около прямой (41); сл4д. эта прямая 
им'Ьетъ свойство , сходное съ центромъ параллельныхъ силъ и цен- 
тральною лишею. Мёбхусъ назвалъ ' такого рода оси вращешя гла- 
вными осями вращенгя, 

Въ частномъ случа-Ь, когда ^ = 0, М=0, ^V=0, т. е. когда 
К=0, — система силъ приводится къ одной сил* В, приложенной 
къ точк4 О. Тогда ур. (42) становится тожествомъ и прямая (41) 
будетъ опять главною осью вращетя. 

Если точка О укреплена неподвижно, то равнодМствующая 5' 
или эквивалентная ей данная система силъ будетъ въ равнов^сш съ 
сопротивлешемъ — В во все время вращен1я т4ла около прямой (41). 

Когда ВС* величины А^. равны нулю, ур. (39) праводитсякъ 
одному, принадлежащему плоскости (Р), проходящей чрезъ начало О, 
и если приэтомъ главный моментъ К не равенъ нулю , то плоскость 
(Р) перес4кавтъ плоскость (40) по прямой, которая есть главная ось 
вращешя. Въ случа* же 5Г = О всякая прямая въ плоскости (Р) бу- 
детъ главною осью вращетя. 

Наконецъ, когда всЬ элементы определителя А равны нулю, — 
мы будемъ им^ть Ь = 0, Ж"==0, Л^=0, К = и уравнешя (39) 
и. (40) не даютъ никакого услов1я для щ, щ, и^, и^, а потому вся- 
кая прямая , проходящая чрезъ О будетъ главною осьн) вращешя, т. 
е. при всякомъ вращен1и т4ла около О силы остаются въ равнов'Ьсш 
д ' ^ -^^^ съ сопротивлешемъ въ этой точк4. Такое состояше тФла называется 
"^Т/ . астатическимъ, а точка О есть центръ системы силъ. 
-' 93. Полагая, что ур. (42) не удовлетворено, а сл-Ьд. что нФть 

главныхъ осей вращетя для точки О, посмотримъ, н-Ьтъ ли ДРЯ'^* 
точки, для которой существовали бы так1я оси. 

Означая чрезъ |, т), ^ координаты искомой точки относительно 
осей Ох у Оу, 0^^ перенесемъ въ эту точку начало координатъ. Легко 



_ 
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вид^^ть, что ур. (35) и (86) при новомъ начал^Ь обращаются въ елФ- 
дуюпця: 

(Х-т12^н-^2Г)Х+(М-?2Хн-52^)М-^-|21'-^^2Х)у=0| 
(а,,— а-ьт12Г-н %2г)■к-^-^щ^—^2Т}V.-^-{а,^—^22)^>=0 
(«2,— г12Х)Х-1-(а2з— а-«-|2Х-1-^2^)1».-|-(йзз— •»12-^>=0 
(а-з— |2Х)Хч-(а,2-?2Г)1«:н-(азз— а-н|:$Х-нт12Г)у=0 



^..(43) 



причемъ вх'Ьсто-г«р и^, щ подставлены пропорц10нальныя икъ вели- 
чины X, (Л, V. 

Положивъ 

}^—у/г1=р, VI — К = й, Хт) — {».| = г (44) 

можно представить ур. (43) подъ видоиъ 

IX -+- М\}. -»- 2У^ =р2Xч-^2Т^ г22 

(а,1 — а)Х -»- а^2^^. -*- а^^V -+-р2У — ^22= О 

}^. . . .(45) 
а21Х и- {а^ — а)|1 -+- «аз^ -^р22—г2Х = О 

а^^'к ч- «321*. ^*" (%з — ^)^ ~*~ Я.^^ — 2)2 У = О 

гд'Ь шесть величинъ X, [д., V, р, д^, г можно разсматривать какъ иско- 
мыя, при связывающемъ ихъ услов1и 



- « 



Хр -ь 1^2 -ь уг = О (46) 

Найдя эти величины, мы будемъ им-Ьтб уравнен1Я (44) для опред-Ьле- 
Н1Я координатъ ?, тг), ? искомой точки. Такъ такъ всл'Ьдствхе усдов1я 
(34) одно изъ ур. (44) есть сл'Ьдств1е двухъ прочихъ, то эти уравне- 
I Н1я принадлежатъ прямой лин1и и для точки (5, т), ^ можно взять 
[• всякую точку этой прямой. Эта прямая составляетъ съ осями коорди- 
натъ Ох, Оу, О^у равно какъ и съ осями, имъ параллельными, пере- 
несенными въ новое начало, углы, косинусы которыхъ суть: ^, ^, ^, 
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т. е. тк самые, которые должны составлять съ осями координать 
главную ось вращетя, сл'Ьд. прямая (44) есть главная ось вращешя 
относительно всякой ея точки. 

Если главный векторъ шлъ В не равенъ нулю , то система силъ 
имФеть определенную центральную ось. Допустивъ это, возьмемъ наг 
чало координатъ О въ одной изъ точекъ центральной оси и ось по- 
ложительныхъ координатъ а, до направлешю этой оси въ одну сторо- 
ну съ главнымъ векторомъ В\ тогда будемъ им-бть: 

2Х = Б, 2Г=0, 2^=0, М=0, Л^=0; 



а потому ур. (45) приведется къ слЬдующинъ: 



Ы=рВ. 



(47) 



(«11 — а)Х -^ а^зН- ^ «13^ = О 

(«22 ^)V' -*- ^2Ъ^ ГВ = ^ 



а^Х 



_.! 



(48) 



аз!^ -ь «3211 -+- («33 — «)'' -*- ЯД 
Изъ посл'Ёднихъ трехъ выводимъ 



Х = 



^Кг 



V 



- ^312) 



А 

в 



(49) 



Подставивъ эти величины X, I»., V въ ур. (46) и (47), получимъ 
р{Л^1Г—А^^д) -*- ^{А^^ — ^ззЗ) -*'г{Л^9Г — ^^Я) = О . . .(50) 



Р = т(^2г»" — ^з.?)' 



(5.1) 



Наконецъ, исключивъ р изъ этихъ двухъ уравнешй, найдемъ одно- 
родное уравнен1е 2-й степени относительно д и г: 



~(^2/ — Ал? — Ай' -*- (^22 — Аъ)ЯГ -ь А^/ = О ... (62) 
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которое даетъ для отношен1я - два вещественныя или мнимня значе- 

Н1Я. Въ первомъ случае по этому отношбН1ю мы иожемъ опред'Ьлить 
дв'Ь системы вещественныхъ величинъ ^ и г, которыя означимъ чрезъ 
(д^, г^ и (^2, г^\ потомъ П0М0Щ1Ю формулъ (49) и (51) мы найдемъ 
соотвйтствеиння значешя для X, {л, V, р. Означивъ эти значешя 
чрезъ (Х^, (1.^, у^, 2?^), (Хз, ^,2У ^2> Р^у ^^ будемъ им-бть по формуламъ 
(44) уравнешя главныхъ осей вращешя: 

щ^ — V1^^1 =^9„ ^^^ — Х^? = ^^, \т\ — щ| = г 

. . .(53) 
>2? — ^аЧ = Рг, \1 — \^ — Яо, \Г1 — ^^^ = г^ ' 

Итакъ данная система силъ не можетъ имЬтб болЬе двухъ гла- 
ныхъ осей вращешя. Въ случа'Ь равныхъ корней ур. (52), эти оси 
соБпадаютъ въ одну, а въ случа* мнимыхъ корней — н4тъ главныхъ 
осей вращешя. 

Разсмотримъ н'Ькоторые зам'Ьчательные частные случаи. 

а) Положимъ, что всЬ силы параллельны одной плоскости. Такъ 
какъ центральная ось должна быть также параллельна этой плоско- 
сти, то взявъ ее за ось Ох, можно взять плоскость хОу параллельно 
всЬмъ силамъ. Допустивъ это, мы будемъ им*ть: 2=0, 2^'= О,...; 
поэтому: а^з = О, «23= ^у ^вв = О» кром* того а^^ = О потому что 
^81 — «13 = -ЯГ= 0. А проведя плоскость уО^ чрезъ центръ проек- 
ц1й всЬхъ силъ на п^ямыхъ параллельныхъ главному вектору В, 
(т. е. чрезъ центральную точку въ центральной плоскости), мы бу- 
демъ им-бть 0^1 =:2жХ= 0. Сл4д. въ разсматриваемомъ случа* для 
определителя А получается выражен1е . 



^22> ^12» ^ 

А = а^2, О, О 
ВмЪст^^ съ т-Ьмъ находймъ : 



«19 ^22" 



Ац О, Л|2 «12^22' -^18 ^12^82 

26 
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-^21 ^12^> -^22 ^22 > -^28 ^22^1 



82 
2. 



поэтому формулы (49), (51) и (52) приведутся еъ сл'Ьдующимъ: 

«12 «12 "12 "22 



*^ I о 



Последнее уравнеюе им4втъ два вещественяня решетя: г^= О, 
5(2 = О, которымъ соотв-Ьтствують величины: 

Х^ = о, 111 = о, VI = ^21, Р1 = О 
•> ??2 „ Д^»2^2 ^ ДД32*'2 

^^2— а12' '*'2 — Т;?-' "^2— а.2* 

гд^ $1 и г^ могутъ им^Ьть произвольныя вещественныя значешя. 
Отсюда сл4дувтъ, что всякая система силъ паралАвльнихъ одной 
плоскости, главный векторъ которой не равенъ нулю^ иыгьетъ деть 
глаеныя оси вращенгя. 

Формулы (53) даютъ слЪдующ1я уравнен1я для этихъ прямыхъ: 

^ = <^'^ = '1' (54) 

л 

«22? — «321 = — ^^-^ «82^ — «12^ = О, й^^ — 0^% = ^ ...(55) 

по которымъ видно, что одна главная ось находится въ плоскости 

жО^, параллельна оси Ог и отстоитъ отъ нее на длину ^, а другая 

проходить чрезъ точку (О, ^, О) (т. е. чрезъ центральную точку 

въ центральной плоскости), параллельна прямой, проведенной чрезъ 

начало О и чрезъ точку (^, ^> ^)> которая есть центръ парал- 

лельныхъ силъ, составленныхъ изъ проекщй данныхъ силъ на пря- 
мыхъ, параллельныхъ Оу^ проведенныхъ чрезъ точки ихъ приложешя 
и силы В, приложенной къ точкЪ О и направленной по Оу\ сл^д. 
она находится въ центральной плоскости и параллельна плечу пары. 
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составленной изъ равнодМствующей 22 сидъ паралдельннхъ оси Оу^ 
приложенной къ центру этихъ силъ, и силы Д ей противоположной, 
приложенной къ точк* О. — Сверхъ того последнее изъ ур. (55) 
показываетъ, что проекщя разсматриваемой прямой на плоскости хОу 

перпендикулярна къ прямой, проходящей чрезъ точки (^, 0,0...)и 

(О, ^, 0. ..)• Изъ всего этого слФдуетъ, что прямая (55) есть цен- 
тральная лишя разсматриваемой системы силъ. 

Когда вс4 силы лежатъ въ плоскости хОуу тогда ^=0, /=0,,.., 
а потому аз2 = О и ур. (55) приводятся къ сл'Ьдующимъ 

очевидно принадлежащимъ центральной лин1и силъ, лежащихъ въ 

одной плоскости. Точка (^, О, О) есть центръ такой системы силъ. 

Положимъ, что система силъ параллельныхъ плоскости хОу при- 
водится только къ двумъ Ри Рш Тогда имАемъ : 

а,2 = (ж — ж')Г, а^ = {у — у')Т, а^=^{г — 0')Т 

и ур. (55) приведутся къ сл'Ьдующимъ 

(2/-2^0? — (^-^)(^-^) = 
{^ — ^')^ — {х — (х^% = 

которыя очевидно принадлежатъ прямой, соединяющей точки прило- 
жеюя силъ: (д;, у^ е) и {х\ у\ /). 

Ъ) Разсмотримъ еще случай, когда данный силы приводятся въ 
одной В.. Тогда Ь=0, т. е. «33 =«28» ^"^ ^"^^^^ равенство а^~а^^ 
существу етъ для всЬхъ значковъ й; и г, а сл4д. определитель А ста- 
новится симметрическимъ и мы будемъ им-бть А^^ = А^^ также для 
всЬхъ значковъ А; и г. Формулы (51), (52) приводятся къ сл'Ьдующимъ: 

26* 
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1) = О, А^ — {4п — ^88)2^ — ^28»'^ = о (56) 

Посл^Ьднее уравнеше даетъ 



«1 -^22 • 


- Л^и, -ч- УИ« ~ ^зз)" ■+- 4-4^3'^ 


П 


2^23 


Я.2 -^22 " 


- ^38 - "^(^22 - ^ЗЗ'^) -^ 4^23* 


♦-2 


2^23 



( 



(57) 



сл4д. ВСЯК1Й разъ какъ система силъ им'Ьетъ одну равнодМству- 
ющую, — есть дв-Ь главная оси вращешя. 

Такъ какъ 1?1 = О и ^^^ = О, то первыя два уравнешя (53), 
принадлежащ1я проекщямъ этихъ прямыхъ на плоскости уОг^ берутъ 
видъ 

И-!? — ^1^ = 0, И-а? — ^2*4 = 

и показываютъ, что эти проекщи проходятъ чрезъ начало О, а для 
этого главныя оси вращешя должны пересЬкать ось Ох, т. е, ту пря- 
мую, по которой направлена равнодМствующая вс4хъ силъ. Сверхъ 
того услов1е (46) даетъ 

М1-^-^1 = 0, М2-^^2 = 0; 
оттуда выводимъ 

и >2 П * ♦•г ' 

но по ур. (56) им4емъ ^М = — \\ сл-Ьд. ^ . ^ = — 1. А это 

г, Г2 1*1 1*2 

значитъ, что главныя оси вращешя, находятся въ плоскостям, 
проходящихъ чрезъ равнодтьйствующую и взаимно -п^тендшсу- 
лярныхъ. 

Если мы возьмеиъ одну изъ этихъ плоскостей за хОу, а ДР7^ 
за хО0, то будемъ имйть: у^ = 0, ^^ = О, 21=0, г^=0; для чего 
необходимо -423 = 0. Тогда формулы (49) даютъ: 

1 

^2 = Т-^31?2> ^2 = Т-^882г5 
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отъ этого по ур. (53) получнмъ 






О, -4о1? АоЛ 



(58) 



Если же проведемъ плоскость уО^ чрезъ центральную точку въ 
центральной плоскости, т. е. чрезъ центръ параллельныхъ силъ, со- 
ставленныхъ изъ проекщй данныхъ силъ на прямыхъ, параллельныхъ 
равнод'Ьйствующей Е и проведенныхъ чрезъ точки приложешя силъ, 
то будемъ имйть а^^ = О, а = а22-^ «дд 



-^ = -^21% -^22^88 "= -^81% -^38^22 

-^21^33 "♦" -^22^32 ^^ ^, -431^21 Н- Л^а^^ = 0; 

поэтому ур. (58) могутъ быть приведены къ виду 

? = 0,аз2(1-%^)-|-Мё-^) = 

Легко построить эти прямыя *). 

Когда главный векторъ В равенъ нулю, тогда данныя силы или 
приводятся къ одной пар:]^, или уравнов'Ьшиваются. Въ атомъ случае 
2Х= О, 2Г= О, 22= О, а потому координаты 5, *Ч> ? исчеза- 
ютъ въ ур. (45); сл-Ьд. эти уравнешя приводятся къ ур. (35) и (36). 
Если посл'Ьдшя совм'ЬстнЫу то для каждой точки пространства (какъ 
мы вид'Ьли въ § 92) существуетъ одна главная ось вращешя или 
безчисленное множество такихъ осей. Если же уравнен1я (35) и (36) 
не совместны, то н-Ьтъ главныхъ осей ни въ какой точк* пространства. 

Когда данныя силы приводятся къ пар'Ь, тогда главный моментъ 

К не равенъ нулю, и перпендикуляренъ къ главной оси вращешя 
какъ видно изъ ур. (35); поэтому можно взять на этой оси плечо та- 
кой пары, у которой моментъ есть К и которая, поэтому, остается 



О См. ЬеЬгЪисЬ йег 8Ш1к. МбЬ1и9. 
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эЕвиводентна данной систем'Ь силъ при непрернвномъ вращенш т'Ьш 
около главной оси. 

Въ случае К=^0 силы находятся въ равнов'Ьс1и, которое не 
нарушится при вращеши т'Ьла около главной оси. Всякую ось, им^Ь- 
ющую такое свойство Мбб1усъ назнваетъ осью равновгьсгя. Изъ 
вншесказаннаго видно, что для существовашя осей равнов'Ьс1я, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы опред-блитель 



А = 



а 



11 



«> «12> ^13 



^12» ^22 — ^^ ^ 



28 



^13» ^28> ^38 ^ 



бнлъ равенъ нулю. 

94. Положимъ, что при 72 = О главный моментъ К не равенъ 
нулю, т. е. что силы приводятся къ пар'Ь, и отыщемъ такое перомФ- 
щеше т'Ьла, посл'6 котораго силы придутъ въ равнов'Ьс1е. РЬшенге 
этого вопроса выводится изъ формулъ § 92. Такъ какъ Ш =0, то 

отъ атого ур. (33) приведутся къ сл4дующимъ: 



1М 

1(«81 






1Ми^ -4- ^Ш^ -4- (а — 8)и^ = О 

• «32)^3 



(«12 ^ «21^ -+- ИЧ 



^V^*12 



«21)*«1 -+- («22 — Фг -+- Ш 



^\У23 



«18К 



^(«28 



«вгК-^- («88 — ^1 



8 



^Ш, = О 



..(59) 



откуда, чрезъ исключеше и^у щ^ и^^ и^у выводимъ ур. 4-й степени 
для опредФлен1я неизв'ктной $: 



\^, 



\м, 



^N, а — 8 



«11 — «. 4(«18-^«81)> 2(«1«-^«зЛ ^^ 
^(а„-Н0,1), 0^ — 8, ^(«28-*- «89)» 1-М 

1(«18-+-«81). 2 («28 -*- ««г)» «88 " «» Т^ 



= (60) 
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въ которою первая часть ножетъ быть представлена подъ вкдомъ 
симиетрическаго опред'Ьлителя, такг: 



8 — а, Щ ^М, 



^л^ 

^1> 



\{а 



18 



\Жг — 4(01» -Ь «и), « —%, — {{^П 






«81) 

«зг) 



18 



• » 



?31)> ^(^28 "*" ^Зз)? ^ 



а 



33 



= 0...(60)' 



ВсЬ четыре корня уравнешя такого вида, какъ изв'Ьстно, суть веще- 
ственные *), а потому вообще существуетъ четыре перем'Ьщен1я т4ла, 
способныя привести данную систему силъ въ равновМе. Между кор- 
нями ур. (60) могутъ быть равные, а потому число различныхъ пере- 
и^^щешв, удовлетворяюгцихъ вопросу, можетъ быть меньше фо^гьлрехъ. 

Приличнымъ выборомъ направлешй осей координатъ Ох^ Оу^ Ог 
можно упростить ур. (60/ и показать потомъ вещественность всЬхъ 
его корней. 

Возьмемъ ось Ох по наиравлен1Ю главнаго момента К\ отъ этого 
мы будемъ им'Ьть' 

ЛГ= О, ^=0, т. е. «31 = «13, «21 = ^12- 

Допустивъ это, можно взять направлешя осей Оу и Он такъ, что 
будетъ 



« 



23 



«32 = 0. 



Въ самомъ д-Ьл*: допустивъ сперва, что прямоугольный оси Оу и Ог 
им'Ьютъ какое ни есть направлеше въ плоскости перпендикулярной 
къ Ож, перем'Ьнимъ координаты у и ;8г на друг1я у' и / относительно 



♦) Это уравнен1е подходитъ подъ видъ уравнетя, служащаго для опред']^- 
лев1я в^^ковыхъ пданетныхъ неравенствъ. Доказательство, что ъс^ корни та- 
кого уравнетя суть вещественныя, можно найти въ сл-Ъдующихъ сочинешяхъ: 
СаисЬу, Ехегс. де таШ^таИдиез , Т. IV. ВогсЬагд1, Ыону. Доигпа!, Т. 12, 
1-е вёпе. 8у1те81ег, РЬПов. Мй^г. 1852, 11 р. 138. Смотрите также теорш 
опред'Ьлителей Бр10ски или Бальцера и мой мемуаръ: аиг ГёдиаМоп а]^ё- 
Ьг1дие & 1'а1Йе де 1адие11е оп йё1ег1П1пе 1е8 08С1Па110П8 1;гё8 реи^ев й'ип 8уз1ёте 
с1е р01пи та1ёпе18. 
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новыхъ пряиоугольныхъ осей Оу' и О/. Положивъ ^ ^/ОУ = а и 
означая чрезъ У и И проеЕЩИ еилы Р^ приложенной къ точк^^ 
{х^ у у 2\ на осяхъ Оу' и О/, а чрезъ а\^ и а'^ значен1Я величинъ 
а^з' и ^32 посл'Ь перем'Ьнн координатъ, иы будемъ ии'Ьть: 



^' = «/ С08 а -♦- ^ 81П а, / = — у 8111 Л 



2 С08 а 



Г=Усо8ач-2^ 



поэтому 



81П а, 2^' = — у 8Ш а -4-2^ С08 а; 



а.^^' = («33 — а^з) 81П а С08 а н- азд С08* а — аз^ 81п^ а, 
азз' = (б/зз — «22) ^^^ а С08 а — «23 81п' а -*- а^ С08* а, 
^ -*- ^82^ = («33 — «22) 81П 2а -ь («23 -*- ^32) ^08 (2а). 
Положивъ «зз' -+- «зз' = 0> получимъ уравнвН1в 

(«33 — «22) 81П (2а) -ь («23 -+- аза) С08 (2а) = О, 



которое даетъ 



1^ (2а) = ?2^:^1^2 

'=> ^ ^ аоо — Лае 



По этой величин'Ь для % (2а), всегда возможной, мы найдемъ для 
угла а два значешя, разность которыхъ есть 90°. То и другое зна- 
чете опред-Ьлитъ систему осей Оу\ Ог\ удовлетворяющихъ требуе- 
мому услов1ю. Если же положимъ, что первоначальныя оси Оу и 0^ 
совпадаютъ съ такою системою осей, то будемъ им-бть «23-*- «з2 = 0. 
Тогда ур. (60)' беретъ видъ 



5 — а, «23» 0> О 

«23? ^ «11? «12> « 

о, — а,2> 5 — «22> ^ 



13 



о, —а,,, о, 5 — « 



33 



= 



(62) 



т. е. 
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(в — а)(8 — а„)(5 — а^^){з — а^ 
— {8 — а) (8 — а^)а,^^ — (5 — а) (5 — а^^а^^ 

— (5-а,,)(5 - аззКз^ = О (62)' 

Множитель при 8 — а въ этоиъ уравнеши есть сиииетрическ1й опре- 
делитель третьяго порядка 



5' 



- а^а, 5 — а^^, О 



— «13? О, 8 — «88 

приравнявъ его нулю, иы получимъ уравнеше 

(5 — «и) (5 — «22) (^ — %) — (5 — «ззКа" — (5 — »22>*13^ = О, 

одного вида съ гЬмЪу которое ветр'Ьчается въ аналитической геоме- 
тр1и при опред^леши главныхъ осей поверхностей втораго порядка. 
Это уравнеше им'Ьетъ одинъ корнь а^ между — оо и наименьшею изъ 
величинъ «22, «83 ; '^- другой корень схд^ между «22 и «зз и трет1й ко- 
рень (78 между наибольшею изъ этихъ двухъ величинъ и -+- сх). 
Подставивъ въ первую часть ур. (62/ величины 

— оо, (7^, (72, (Тз, -*- ОО, 

МЫ получимъ результаты съ сл'Ьдующими знаками: 



изъ этого сл4дуетъ, что ур. (60) им4етъ четыре веш,ественныхъ кор- 
ня: $1, $29 ^39 ^49 расположенныхъ такъ: 

— оо < «1 < (71 < «2 < (72 < ^3 < ^3 < ^4 < -*- ^• 

Разсмотримъ частный еЯучай, когда вс^Ь силы находятся въ одной 
плоскости уОа. 
Тогда 

«и = О, «12 = О, «13 = О, « = «22 -Ь «33 

и уравнешя (59) и (62) приводятся къ сл'Ьдуюш.имъ: 
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"»8«1 



(а^-^а„—8)и^ = 



— т^ -ч- а^и^ 



(Ой — «К = 



О 



о 

(«38 — «к = о 

[(8 — «22 — «ая)* — «88'](8.— «2«) (« — «из) = о (64) 



(63) 



РФшивъ посл'Ьднев уравнеше, получимъ четыре его ворня: 



«1 = 



«22 


-^«83 




2 


^12 


-ьазз 



^[(^^^)'-ьа,з^] 



в, = Щ^ _у [(««:р!)« ч- а,,^] 



^3 ^22? ^4 ^88" 



Положимъ сперва, что всЬ эти корни — неравные. 

Взявъ для 5 одинъ изъ корней §1, «2, можно удовлетворить ура- 
внешдмъ (63), положивъ 



и 



2 



отъ этого получимъ 



= о, % = о, 1*1 ; и^ 



11. = 0, у = 0, Х = 



^28 • ^! 



а 



28 

I 

8 



Эти величины опред'Ьляютъ ось перем'Ьщен1Я, направленную по ося 
координатъ Ох^ и угловое переи'Ьщеше 9 по формул'Ь 



%| = ±х = ±? 



2 



23 



Означая чрезъ (р^ и фа угловыя перем4щен1я , соотв'Ьтствующ1Я кор- 
нямъ 5, и $2? иы будеиъ ии^ть 



1§|. %!=:-'•*» 



ЗиВ 



1*2 



1, 



а потому 92 = 1 80*^ — 9 



1* 



Взявъ 5 = «3 = ^22 въ ур. (63), найдемъ, что 



и^ = 0, и^=:0, «*8 = О 



— 403 — 

а 112 остается произвольною величиною , которая однакожъ не должна 
быть равна нулю, если исключимъ тотъ случай, въ которомъ всФ че- 
тыре величины и,, и2у щ, и^ равны нулю, не представляюпцй ника- 
Бого удовлетворительнаго р'Ьшешя. Взявъ для и2 какую либо веди- 
чину неравную нулю, мн будемъ им'Ьть 



сов Сйх) = г>г-2 4 2\ 

С08 Ш^) = ^7-2 —2 24 



= 



= ±1 



С08 (Ш) = Г77~2 ^^^2 2 



= 



Углы, соотв1(тствуюнце этимъ косинусаиъ, опред'Ьляютъ ось перём'Ь- 
щен1я О, направленную по оси координатъ 0^, въ сторону положи- 
тельныхъ или отрицательныхъ у, смотря потону будетъ ли щ поло- 
жительное или отрицательное. ВмФст^^ съ т'Ьмъ ивгЬеиъ 



«=^[(а'-&)'-(^)']= 



сх); 



сл-Ьд. 1^1 = 00 и (р = 1 80°. 

И такъ требуемое перем'Ьщеше можетъ быть произведено враще- 
шемъ т'Ьла около оси Оу на 180°. 

Если возьмемъ ^б? = 5^ = а^^ то найдемъ такимъ же образомъ, 
что требуемое перем4щете можетъ быть произведено вращвн1вмъ т*- 
ла около оси Ог на 1 80°. 

Причина, по которой вращеше т'Ьла около оси Оу на 180° при- 
водитъ силы въ равнов'Ьс1е, объясняется слФдуюнцшъ образомъ: 

Такое вращеше равнозначитъ съ переменою направлешй всЬхъ 
слагаемыхъ 2^ 2[. . ., параллельныгь оси 0^, на противополоашыя 
— 2^ — 2', . . . , при т4хъ же слагаемыхъ Г", Г,' . . . и при т4хъ же 
точкахъ приложешя силъ; отъ такой перем^^ны перем'Ьняются только 
знаки величинъ ^28 и а^у а потому условное уравнеше адз -^ ^2= О 
переменяется въ — адз -+- «зг = О, или Щу2 — ^Г) = О, выража- 
ющее условге равнов'Ьс1я силъ. 
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Подобньшъ образомъ обълсняетея , почему вращеше т'Ьла около 
оси От на 180"^ приводить силы въ равнов4с1в. 

Разсмотримъ теперь случай, когда уравнвн1е (64) им-Ьеть равные 
корни. 

Равенство 51 = 83 требуетъ, чтобы а22-+-Л8д = и а^=^^\ 
для чего необходимо §1 = О, «з = 0. Допустивъ это, можно удовле- 
творить уравнетямъ (63), положивъ щ = 0, %=^ и взявъ произ- 
вольный величины для щ и щ. А это даетъ ось перем'Ьщен1Я, напра- 
вленную по оси координатъ Ож, съ произвольнымъ угловымъ перем*- 

щешемъ ш, такъ какъ 1;^ -^ = ± ^. Но въ сл'Ьдств1е «23= О силы 

находятся въ равнов'Ьс1И, и такое равновМе не нарушается при не- 
прерывномъ вращеши т-Ьла около оси Ох; поэтому прямая Ох есть 
ось равнов'Ьс1я. 

Чтобы одинъ изъ корней §1 или 5^ былъ равенъ «з? должно быть 
удовлетворено услов1е 



а это даетъ 



«22^38 -^ «28^= О .(65) 



^1 ^22 ^3' ^2 ^33 ^4« 



Всл'Ьдств1е услов1я (65) первый два уравнешя (63) становятся то- 
жественными и, при 5 = «22? даютъ щ : щ = а^^ : «225 третье изъ ур. 
(63) даетъ произвольное значеше для ^2? а четвертое требуетъ, чтобы 
г*^ == О ; поэтому можно взять для оси перемйщетя произвольную 
прямую, проведенную чрезъ О въ плоскости хОу; при чемъ соответ- 
ственное угловое перем'Ьщеше опред'Ьлится помощ1Ю формулы 



% 1 = Л^)'* (Й) • 



При 5 = «33 ур. (63) даютъ: 

и^:щ = «23 : «зз? ^2 = ^ 

и произвольное значеше для щ, а потому можно взять для оси пере- 
м4щешя всякую прямую, проведенную чрезъ О въ плоскости уО^^ 
причемъ ооотв-Ьтственное угловое перем4щвше определится формулою 
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*«^=Л^ГМШ'- 



Разсматриваемый случай представляется между прочимъ тогда, 
когда данная система есть пара силъ Рт — Р, приложенныхъ къ 
точкамъ (х, у) и (ж,' у% неизм-Ьняемо связанныхъ съ т4ломъ. Въ са- 
момъ д-Ьл*, тогда 

а потому имЪемъ 

«22^88 ^^ «23^32 > 

ЧТО всл'Ьдств1е услов1я «28 -4-аз2 = О, приводится къ ур. (65). 

Условхе «23-*" «32 = О? показываетъ, что для осей Оу и 0^г 
должно взять прямыя, разд^^ляющ1е пополамъ углы, составляемые 
прямыми ОА и ОВ^ проведенными чрезъ О параллельно плечу пары 
и одной изъ силъ (Р^ — 1^)] поэтому видно , что вращенхемъ около 
какой либо оси, проведенной чрезъ О въ плоскости хОу или хО^^ 
можно совместить прямую ОА съ ОВ; поел* чего пара силъ превра- 
тится въ дв'Ь силы равный и прямо-противоположныя , т. е. въ дв^ 
силы, находящ1яся въ равнов'Ьс1И. 

95, Полагая, что главный векторъ Ж не равенъ нулю, предло- 
жимъ себе вопросъ: найти перемгьщете ^ послть котораго данная 
система силъ приводилась бы къ одной силть. 

Услов1е вопроса выражается уравнешемъ 

(Ь -+. ДХ)2Х -4- (Ж -4- ДЖ)2Г-4- {N -*- ^N)22= О, . . . (66) 

куда должно подставить вместо ДЬ, ДДГ, Д^У'ихъ выражешя (18). 
Такое уравнеше, будучи второй степени трехъ величинъ X, |х, V, 
представляющихъ координаты точки А у находящейся въ конц'Ь длины 
О, отложенной на оси перемАщешя, принадлежитъ вообще поверхно- 
сти 2-го порядка. Изъ этого видно, что вопросъ им'Ьетъ безчисленное 
множество р'Ьшешй. Всякая прямая, проведенная чрезъ точки О и 
встр-Ьчающая поверхность (66), можетъ быть взята за ось перем'Ь- 
щешя, и рад1усы векторы О А и ОА^ проведенные изъ О въ точки 
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встр'Ьчи этой прямой съ поверхностью (66) опред'Ьлятъ соответствен- 

ныя угловыя пврвм4щен1я ф и ф' по формуламъ : % -у = ^-^ ^ 

\^^ = 0А\ Посл4 перем'Ьщешя, опред4лвннаго такимъ образомъ, 

силы приводятся БЪ одной Еу направленной по прямой, уравнеша 
которой суть: 

г:2.х—х^г= м-^ ^м\ (67) 

гд'Ь X, у, г означаютъ координаты какой нибудь точки этой прямой, 
а ДХ, ДЖ, ^N функцш координатъ X, [х, V принадлежащихъ точк* 
А или Л. Можно подчинить прямую услов1Юу чтобы она проходила 
чрезъ данную точку (ж, у, -ег), и найти помощ1ю ур. (67) соотв-Ьт- 
ственныя величины X, {х, V, который определять соответственное пе- 
рем4щвН1е т4ла. 

Р^шеше разсматриваемаго вопроса можетъ быть упрощено на 
основан1И следующихъ соображешй; 

Вращеше тФла около какой либо оси О А на уголъ ф можетъ 
быть произведено двумя другими последовательными перемещешями: 
1) вращенхемъ около другой оси О'В, параллельной съ ОА^ въ ту же 
сторону и съ такимъ угловымъ перемещешемъ ф и 2) поступатель- 
нымъ перемещен1емъ, въ которомъ перемещетя всЬхъ точекъ тФла 
геометрически равны и противоположны перемещен1Ю какой либо точки 
прямой О^В при данномъ вращеши тЪла около ОА^ такъ что, если 
означимъ чрезъ Ь разстояше между прямыми О А и (УВ^ то это общее 

поступательное перемещете должно быть равно 2% 81п у. Поступа- 
тельное' перемещеше не изменяетъ геометрически главнаго момента, 
поэтому главный моментъ силъ К' относительно О после даннаго вра* 
щешя около О А будетъ тотъ, который будетъ иметь силы относи- 
тельно О после вращен1я тела около (У В. 

Бели ((7) представляетъ центральную ось силъ после вращетя 
около (УВ^ то после добавочнаго поступательнаго переиещетя она 
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ч 

приметъ положеше прямой {С% аредставлающей центральную ось 
силъ посл'Ь даннаго вращешя около О А ; но прямня (С) и {С% ра* 
зличающ1яся положен1бмъ въ пространстве ии'Ьютъ одно и тоже поло- 
жеше въ ткл^к, т. е. относительно точевъ приложен1я силъ; потому 
что отъ поступательнаго перемФщешя прямая (С), неизм^Ьняемо-свя- 
занная съ т4ломъ, совпадаетъ съ ((/). Сл4д., при опредйлеши поло- 
жер1я центральной оси въ самомъ т'Ьл'Ь посл'Ь какого либо перем'Ьще- 
шя, можно зам'Ьнить это перем'Ьщеше другимъ вращательннмъ около 
оси, проведенной чрезъ произвольную точку т^Ьла. На основаши этого 
зам'&чатя можно формулы^ елужапця для опредФлешя главнаго мо- 
мента Щ упростить приличвнмъ выборомъ начала координатъ О. 

Полагая , что главный векторъ М не равенъ нулю и что данный 
силы ии'Ьютъ центральную плоскость, возьиемъ за начало координатъ 
О центральную точку этой плоскости, т. е. центръ параллельныхъ 
силъ, представляющихъ проекц]ю данныхъ силъ на прямыхъ, прове- 
денныхъ чрезъ ихъ точки приложен1я параллельно главному вектору 
В. Если при этомъ для оси Ох возьмемъ направлеше главнаго векто- 
ра Л, то будемъ им-Ьты 

а,1 = О, «21 = 0> % = О* 

Положимъ щву что первоначальное положеше т'Ьла таково, что 
центральная плоскость перпендикулярна къ главному вектору и что 
оси Оу и 01^ взяты 1[а перес4чен1яхъ этой плоскости съ средними пло- 
скостями (см, § 8$()!ГТогда мы будемъ им-Ьты 

По доказанному въ § 88 , если мы приложимъ къ точк'Ь О дв'Ь 
силы В' и — Б^ по направлен1Ю оси Оу и дв4 силы Е^, — ^В^ по 
направлен1Ю оси 22-е, взявъ притомъ 2?"=^,' то получимъ три силы экви- 
валентныя данной систем* силъ: 1) силу В — 1^ — Ш\ приложен- 
ную къ точк* 0, 2) силу, равную Д' приложенную къ некоторой точк* 
этой осиО у и 3) силу, равную Щ приложенную къ некоторой точк4 
В оси 0^. Если положимъ В! =:В'' = В и означимъ чрезъ р я 2 
значешя координатъ у и ^ для точекъ Ли В^ то будемъ им4ть 
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«22 = ^1'» <^Iя = I(^ 



и по фориулаиъ ( 1 8): 

Д1/ 
ДЖ 

Д^V: 



2В 



= Т Кв — ^)1^^ — (в -»-2'М 



(68) 



Помощ1ю этихъ величинъ мы найдемъ главный моментъ К', который 
будутъ им']Ьть силы посл^Ь перем^Ьщен^я , опредФляемаго величинами 
X, 11, V. Уравнвн1я (67) центральной оси приведутся къ сл-Ьдующимъ: 

0В = ^М, —уВ = Ш. (69) 

На этой прямой должно отложить величину наименьшаго момента 

X' С08 (Х'Б) = ДЬ. . 

ОпредФлймъ положен1е центральной оси въ самомъ т'Ьл'Ь, т. е. 
положеше прямой (69), относительно осей О?, От), 0$, представляю- 
щихъ то положен1е, которое примутъ поел* перем-Ьщетя оси Ох, Оу, 
О^у будучи центрально связаны съ т-Ьломъ. 

Положивъ 

С08 (^Х) = а,, сов (Г1Х) = &1, С08 ($ж) = с, 
С08 (^у) = а^, сов (7)^) = Ьз, С08 (?у) = Сз ^ 

сов (^е) = Лд, С08 (?;г) = бд, сов (^0) = Сд 
по формуламъ (9) § 171 Кинематики мы будемъ им^ть : 



V^),ь,=|(x^^-•V),с,=4(XV 



а потону можно форнулн (68) написать подъ видоиъ 



И-) 




•Х) 


...(70) 


V2) 

* 


• 
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^М== — аВс^ \ (71) 

Если означинъ чрезъ |, -ц, ^ Боординаты какой вябудь точки, 
взятой на центральной оси, относительно осей 0|, От1, 0% и положииъ 

€{4 — Ь^^ = I, а^ — с^ = т, Ь^| — а{(1 = п (72) 

то Ш, Вт, Вп будутъ проекщи на осахъ 0§, Ок], 0% иоиента силы 
Ж, направленной по центральной осн. А такъ какъ геоиетрическая 
сумма этого момента, съ наименьшимъ моментомъ вс']^хъ силъ ДЬ, 
еоставляетъ моментъ К' то 

Вт-^\^Ь = К' со8 {К'Щ (73) 

Вп -4- с,Д2> = К' со8 {К%) ) 

Моментъ К' есть также геометрическая сумма ионентовъ силъ Щ и 
М^] направленннхъ параллельно осямъ Оу VI Ог п приложенныхъ къ 
точкамъ Ли В, координаты которыхъ относительно осей 0|, О-ц, 0% 
суть: (о, р, о), (о, о, 2); поэтому 

К' С08 (!?'§) = Д2>С2 — ф^) 

К' ш (К'-ц) = Ща^ 

К' С08 (ЛГ'г;) = — Вра^ 

Сравнивъ эти формулы съ формулами (73) и положивъ -^ = к, мы 
найдемъ, что 

т-^Ъ^1с — д_а^ \ (74) 

Отсюда получимъ искомыя уравнешя центральной оси относительно 
координатннхъ осей 0^ , От) , О? , подставивъ вместо I, т^п ихъ 
выражетя (72). 

27 



1 
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Суша квадратовъ внражетй (7/^) даетъ 

СЪ другой стороны ИН'ЬбМЪ 

Ж'' = ДЬ' -н АЖ' -*- ДЛГ; 

слйд. 

Подставивъ сюда в1гЬсто ЛМи Л^ ихъ внражешя (71), подучи» 
уравнен1е 

Р-^ш^^п^=]^Ъ{''^^%^ (76) 



связывающее величины: а^, Ь^уС^^ I, Щ ^^ которыя можно разснатри- 
вать кавъ лучевые координаты центральной оси. Такъ вавъ оно 2-й 
степени относительно этихъ воординатъ, то принвдлежитъ комплексу 
2-го порядка. ОлЪд. лучи этого комплекса представляютъ разнш 
положешя въ тЬ]Л, принимаемыя центральною осью силъ посл'Ь ра- 
зличныхъ перем'ЬщенШ. 

Можно подчинить центральную ось услов1ю, чтобы она встр^^чала 
плоскость уОи! въ данной точки (у, и^); тогда, зная координаты 9То1 
точки, мы найдемъ по формуламъ (69) соотв'Ьтственныя величины 
ЛЛГи А^, а величина АЬ наименьшаго момента, соотв'Ьтствующаго 
такой центральной оси, остается произвольною; поэтому каждому дан- 
ному положенш центральной оси въ пространств'^, соотв^Ьтствуетъ 
безчисленное множество пережЬщенШ т'Ьла, опред'Ьдяемыхъ величина- 
ми X, (Л, V, удовлетворяющими двумъ уравнешямъ, которыя подучяиъ 
исключивъ АЛС и А^У изъ ур. (69) и (68), а именно: 

(Х2 ^ ,1.2 ^ у2)2/ -+. 22)(Х|1. — V) = 0. 

Эти уравнен1я принадлежать иерес'Ьчен1ю двухъ поверхностей втораго 
порядка. 



— 411 — 

По даннымъ величиишъ у ш л(, ыя поиопцю фориудъ (69) и (71) 
получимъ величины Ь, = — ^ и с^ = — | для косинусовъ угловъ 
|0у и 50;8?; потомъ будемъ им-Ьтб 

С08 {^Ох) = а^ = ± у 1 — 1^6,^: 

Такъ какъ Ъ^ и с, не Могутъ быть больше единицы, то величины ко- 
ординатъ у Е ие должны быть больше величинъ р т ^. Помощтю 
найденныхъ угловъ ^Ох, ^Оу и ^0-8? определится положеше оси Ох 
относительно осей 0|, От;, О?. Такихъ положетй — два; одно 02), 
соотв'Ьтствующее величинамъ: 

Ь^, ^1 и -ь У Г— Ъ^ — с^^, 
другое 01У, соответствующее величинамъ: 

&!, С1 и — У 1 — Ь^^ — с^. 

Всякое перемещеше т^ла, отъ котораго прящая ОВ или 01У 
совпадаетъ съ осью Ох, т. е. съ главнымъ векторомъ 2?, будетъ иско- 
мое. Ось такого пврем-Ьщетя должна удовлетворять только условш, ' 
чтобы она составляла равные углы съ прямыми ОВ и Ох, или съ 
прямыми ОТУ и Ох\ поэтому можно взять за ось искомаго перем^ще- 
Н1Я всякую прямую проходящую чрезъ О и находящуюся въ плоско- 
сти, перпендикулярной къ плоскости ВОх и разделяющей пополамъ 
уголъ ВОх, или находящуюся въ плоскости, перпендикулярной къ 
В^Ох и разделяющей пополамъ уголъ ВЮх. 

Подставивъ въ ур.(7б) вместо \ и с^ ихъ величины: — -, — - 
и положивъ у^ -ь г = 9^, мы получимъ уравнеше 

/2^^2^^2^р2^ (76) 

въ которомъ можно разсматривать величины I, ш, п какъ проекц1и 
на осяхъ координагь момента силы равной единице и составляющей 
съ осями координатъ углы, определяемые косинусами: а^ б^, с^ По- 
дучшное уравнеше показываетъ, что величина этого момента есть 
данная длина р» представляющая разстояюе точки ({^, 1^) отъ начала 
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Еоординатъ; поэтому всЬ лучи вомплекеа (75), параллельные оси Ох, 
суть 11роизводящ1я круговаго цилиндра рад1уеа 9- Ол^Ьд. и эти проиа» 
В0ДЯЩ1Я представляютъ различныя положев1я разснатриваехой цен- 
тральной оси, еоотв'Ьтствующ1я различнымъ перем'Ьщешянгь, въ кото- 
рыхъ прямая ОВ или 01У совпадаетъ съ осью Ох. 

Найдемъ еще положен1е въ т'ЬлФ твеой центральной оси, которая 
соотв^^тствовала бы данному значешю наименьшаго момента, т. е. 

данному значешю величины ЛЬ или отношешя ^ = к. Это новое 

услов1е даетъ еще уравнеше между координатами центральной оси: 
^1» ^1» ^1» ^? ^? ^9 которое получается сл-Ьдующимъ образомъ: 
Изъ уравнен1й 

^1^ "*" V ■^" ^8^ =1 5 ^1^ "^ К ~*" ^1^ =1 

выводимъ 

< н- а^^ = Ь1^ ч- с,^; 



подставивъ сюда вм-Ьсто а^ и а^ ихъ величины 






-Р 



выведенныя изъ уравнеюй (74) мы получимъ 

(п ч- с^Тс"^ (тч-б1^ — 7» 2 ,. ^ 2 /78) 

связываюпця лучевыя координаты центральной оси. Оно 2-й степени 
относительно этихъ величинъ, а потому принадлежитъ комплексу 2-го 
порядка. 

Уравнешя (75) и (78), взятыя вм'ЬсгЬ принадлежатъ конгруэн- 
щи, составленной изъ лучей, общихъ двумъ комплексамъ второго по- 
рядка. Каждый лучь такой конгруэнщи представляетъ положеюе въ 
т-Ьл*, соответствующее данному наименьшему моменту ДЬ. 

Если подчинимъ еще ось ус10В1ю, что она должна встречать 
плоскость у02 въ данной точк-Ь (у, г\ то по предъидущему найдемъ 
по координатамъ этой точки три лучевыя координаты а„ б^ с^, опре- 
деляющая направлешя прямой ОВ или 0Т>\ представляющей пою- 
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жен1в оси Ох относительно осей О?, Отг], 0^. Поел* того въ уравне- 
шяхъ (75) и (78) остаются неопред'Ьленными только величины |, т], 
^, ВХ0ДЯЩ1Я въ I, ш^ п и таюя уравнешя принадлежатъ двумъ ци- 
ливдрамЪ; съ производящими, параллельными прямой ОВ или 02/. 

Эти цилиндры, будучи втораго порядка, вообще им-Ьготъ четыре 
общ1я производящ1я; каждая изъ нихъ можетъ быть взята за искомое 
положеюе центральной оси въ т'Ьл'Ь, удовлетворяющей двумъ услов!- 
ямъ: что она соотв'Ьтствуетъ данному значен1Ю наименьшаго момента 
и встрфчаетъ плоскость уО^ въ данной точк*. Присоединивъ къ ура- 
внешям'Ъ (75) и (78) уравненхе 

а^у -♦- Ъ^ш -♦- с^п == О 

и рФшявъ эти три уравнен]я относительно неизв'Ьстныхъ лучевыхъ 
координатъ ?, ш, п, мы получимъ четыре р4шен1я, соотв*тствующ1я 
разсмагриваемымъ четыремъ положешямъ центральной оси. Взявъ 
одно изъ этихъ р-Ьгаешй, мы можемъ определить по формуламъ (77) 
соотв4гственныя величины а^ и а^, первое изъ ур. (74) и первое изъ 
УР' (71) дадутъ соответственный величины 

^ (? н- а^к)р ^ дк , _ (г -^ ауЩ - р к^ ,„дх 

Н 2,2 — д2 1 ^г— 22—1,2 5 \^ ^ ) 

потомъ изъ уравнеюй: 

(см. Кинем, стр. 358, форм. (3)), выведемъ величины 

Зная такимъ' образомъ косинусы всЬхъ угловъ , составляемыхъ осями 
0^, От), 0$, съ Ох^ Оу, 0^, мы, по формуламъ стр. 362 Кинемати- 
ки, найдемъ величины: 

X :=- ^ 3 — <?2 ^^^^ _. <^1 — Дз . V == - — ^2— ~" 

а1 ч- Ь2 -»- Сз -I- 1 9 *' «1 н- &2 -ь Сз -<- 1 ? а| •+- &2 "*" ^з "*" ^ ' 

опред4ляющ1Я ось перем4щен1я, соотв4тствующаго разсматриваемому 
положетю центральной оси. Наконецъ по формуле 
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МЫ получшъ соотв'Ьтственное угловое перем'Ьщеше. 

Еели подчинимъ центральную ось, соотв'Ьтётвующую данному зна- 
ченш ку УСЛ0В1Ю , что она должна проходить чрезъ данную точку тЬ- 
ла (§, 71у ^), то для опред^^ешя лучевыхъ воординатъ а^, &р с^ этой 
прямой мы будемъ им'Ьть уравнен1е 

и два ур.(75) и (78), въ который должно подставить вм'Ьсто ё, щ, I 
координаты данной точки. Такъкакъ(75)и(78)сутьуравнешявторой 
степени относительно неизв'Ьстныхъ ар Ь^, с^ то он^Ь принадлежать 
двуиъ конусамъ 2-го порядка , им^Ьющимъ общую вершину въ О. Та- 
К1е конусы им'Ьютъ вообще четыре обнця производящ1я ; прямая, па- 
раллельная одной изъ этихъ произщящихъ и проходящая чрезъ 
точку (^, т], ^) представляетъ положеше центральной оси, удовлетво- 
ряющей требуемымъ услов1ямъ. Уравнешя (75) и (78) при данныхъ 

Ь с 

величинахъ ё, 'у], ^ даютъ четыре системы величинъ для ^ и ^, к 
каждой систем'Ь этихъ отношешй, въ сл'Ьдств1е ур. 

п 2-4-й 2.. ^2 — 1 

соотв^Ьтствуютъ дв'Ь величины, равныя а^ съ противоположными зна- 
ками, а посл'Ьднимъ величинамъ соотв^тствуютъ величины Ь^ яс^, 
также равныя и съ противоположными знаками; отъ этого системе 
величинъ а^, Ь^ с^, удовлетворяющей ур. (75) и (78) соотв*тствуегь. 
система -^а^ — Ь^, —с^ также имъ удовлетворяющая; но об* си- 
стемы опред4ляютъ положеше одной только прямой; сл4д. достаточно 
разсматривать только четыре системы значеюй а^, Ь^, с^,- удовлетво- 
ряющихъ ур. (75) и (78). Опред*ливъ а^, Ь^, с^ мы найдемъ по фор- 
муламъ (72) остальныя лучевыя координаты ?, т, п искомой прямой. 
Посл1^ этого, какъ въ предъидущемъ случа*, мы найдемъ вс* ко- 
синусы угловъ, составляемыхъ осями О?, От), О? съ Ох у Оу^ 00, и 
величины X, (Д., V, опред'Ьляюнця перем'Ьщеше , соответствующее р&з- 
сматриваемой центральной оси. 
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Уравжешя конгру9нц1и (75) и (78) иогутъ быть вам'Ьневн двумя 
другими сл'Ьдуюлцшъ образоиъ: 

Изъ уравнешйу связывающихъ косинусы угловъ^ составляеиыхъ 
осями 0^9 От), 0^ съ Ох^ Оу, Ол^, легко получить уравнешя: 



подставивъ въ нихъ вм'Ьсто а^, а^^ с^^ \ ихъ выражен1я (77) и (79), 
мы получимъ уравнешя, связывающ1я только величины: а^, Ъ^^ с^, 1^ 
ту Пу а именно: 

^ (80) 



д* #Ч»|)^ 



(и -ь С1)Ь)« 






Эти уравнешя однозначущи съ уравнешями (75) и (78); потому что 
отъ сложешя ихъ получается ур. (78), а сумма произведен1й ихъ на 
2^ и |)^ даетъ ур. (7 5); сл'1д. центральная ось, соответствующая дан- 
ному значешю наименьшаго главнаго момецта ИЪ = Ш есть лучь 

К0НГру9НЦ1И (80). 

Разсмотримъ частный случай А; = 0, т. е. предложимъ себ^Ь 
найти такое перемЪщеше тФла, посл4 котораго всЬ силы приводились 
бы' къ одной равнодействующей, и определить положеше въ теле 
прямой, по которой должна быть направлена эта сила. 

Положивъ въ ур. (80) ^ = О получимъ 



ш 






п 



^ ^ ]«_ _ ^ 2 I 



(81) 



Лучи этой конгруенщи представляютъ въ теле различный положешя 
равнодействующей, соответствуюпця различнымъ перемещен1ямъ, по- 
сле которыхъ силы становятся эквивалентны одной силе. Миндингъ 
показалъ, что все эти прямыя опираются на двухъ кривнхъ, неизме- 
няемо связанныхъ съ теломъ, лежащихъ въ плоскостяхъ 1Г]0| и ^0|, 
а именно: на эллипсисе и гиперболе, имеющихъ центръ въ О и глав- 
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нымъ дхаметронъ ось 0^, на которой расположены фокусы об^ихъ 
кривыхъ такъ, что фокусы одной изъ вривыхъ ел укать вершянгш! 
другой. 

Для доказательства этой замечательной теоремы разсмотринъ 
сл*ды лучей конгруднцщ (81) на плоскостяхъ -чОё и ^0^. Сл^ды на 
первой дзъ этихъ плоскостей удовлетворяютъ уравнен1ямъ: 

^ = 0, (I -*- з-5^-1К'=0 (82) 

а сл'Ьды на второй — уравнен1ямъ: 

1 = 0, (|-ь-1^, -1)6,^ = (83) 

Если с^ и \ не равны нулю г '^. е. если разсматриваемый лучь не 
параллеленъ ни плоскости 7)0^ ни плоскости ^0^ и не лежитъ ни 
въ одной изъ нихъ, то мы должны им^ть 

Ё.^ З'^Х (84) 

|.-*-^.--=1 (85) 

Эти уравнен1я принадлежать двумъ лин1ямъ 2-го порядка, им^ющимь 
центръ въ О и главнымъ дхаметромъ ось 0\. 

При ^* > ? кривая (84) есть гипербола съ эксцентриситетомъ ^, 
а кривая (85) — эллипсисъ съ главною осью 2р. Если же д >!?, 
(84) есть эллипсъ съ большою осью 22, а (85) — гипербола съ экс- 
центриситетомъ 2; сл4д. въ томъ и другомъ случае вершины одной 
изъ кривыхъ находятся въ фокусахъ другой. 

Для луча, параллельнаго плоскости -ф^ или лежащаго въ этой 
плоскости, мы будемъ им^ть с?! = О и по первому изъ ур. (8 1 ), 

Можно удовлетворить этому уравненш, положивъ 

^^-•-.-.Л^^ = или ? = (86) 
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Въ случа'Ь ^> р первое предположен1е невозможно ; сл'Ьд. необхо- 
димо ^ = О, т. е. лучь долженъ лежать въ плоскости у[0%. Такой 
лучь встр'Ьчаетъ гиперболу (85) въ точк* ? = О, %^=±р^ т. е. въ 
одной изъ вершинъ этой кривой. А такъ какъ эта точка есть фокусъ 
эллипса (84) и сл^Ьд. находится внутри этой кривой, то разсматрива- 
еиый лучь долженъ пересекать эту кривую; сл^^д. онъ опирается на 
об%ихъ кривыхъ (84) и (85). Въ случа* же /> > д можно допустить 
первое изъ уравнен1й (86) при величин* ?, неравной нулю. Это даетъ 
лучь 9 параллельный ассимитот* гиперболы (84), т. е. перес'Ькающ1й 
эту кривую въ безконечности. Такъ какъ \ неравно нулю, то ур. 
(83) приводится къ ур. (85), а потому лучь долженъ пересЬкать 
эллипсъ (85). 

Также найдемъ , что лучь для котораго Ь^ — О находится въ 
плоскости ^0% или параллеленъ ассимтот'Ь гиперболы (85). Наконецъ 
когда Ь^ = О и е?! = О, лучь совпадаетъ съ осью 0%. Изъ этого ви- 
дно, что ВС* лучи конгруэнщи (81), безъ исключешя, опираются на 
двухъ кривыхъ (84) и (85); сл4д. эти кривыя служатъ директриссами 
конгруэнц1И. 

Н'Ькоторыя друпя изсл'Ьдован1я, относянцяся къ разсматриваемоху 
въ этой глав* предмету можно найти въ сл*дующихъ сочинен1Яхъ: 

МоЪ1и8. ЬеЬгЪисЬ Лег 8*а1;1к. 

М1пА1п^. ^ои^па1 Шг геше ип(1 ап^е\7апА1е Ма1Ьета11к уоп 
СгеПеВ. 14и15. 

Мо1§по. Ъесопз с1е Мёсап^^ие апа1у1;14ие. 81а1;14ие. 



Ч,- -.1^ЧЧ.1 
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В. Варьящи массъ и протяжешб. Дифференщальные параметры 

втораго порядка функщй точекъ. Термометричесшя функц1и. 

Формулы Грина 116 

СТАТИКА. 

Глава I. Сплошное матерьяльное т']&ло. Матерьяльная точка. Поло- 
жен1я ВЪ Механик*]^, на основан1и которыхъ определяется 
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